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♠❛'✐2✉❡✱ ❡♥ ♣❛3'✐❝✉❧✐❡3 ❞❡- ♠8'❤♦❞❡- ❞❡ ❝❧❛--✐✜❝❛'✐♦♥✱ ❡' ❧❛ ♣❧✉♣❛3' ❞❡- ♠❡-✉3❡- ❝❧❛--✐2✉❡- ♥❡ -♦♥' ♣❛-
❛❞❛♣'8❡- ❛✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥8❡- 38❡❧-✳ ❊♥ ❡✛❡' ❧♦3-2✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐2✉❡ ❝❡- ♠8'❤♦❞❡- = ❞❡- ❞♦♥♥8❡- 38❡❧❧❡-✱
❧❛ ❣3❛♥❞❡ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡- ❞♦♥♥8❡- ❡' ❧❡✉3 ❛-♣❡❝' ❝3❡✉① 3❡♥❞❡♥' ❧❡ ♣❧✉- -♦✉✈❡♥' ❝❡- ♠❡-✉3❡- ✐♥❛♣♣3♦♣3✐8❡-✳
❈✬❡-' ❡♥ ♣❛3'✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ♣3❡♥❞3❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❝❡- ♣3♦♣3✐8'8- ❞❡- ❞♦♥♥8❡- 38❡❧❧❡-✱ 2✉❡ ❞❡- ❛♣♣3♦❝❤❡-
❞❡ ❝♦✲❝❧❛--✐✜❝❛'✐♦♥ ♦♥' 8'8 ❞8✈❡❧♦♣♣8❡-✳ ❈❡- ❛♣♣3♦❝❤❡- ❝❧❛--✐✜❡♥' -✐♠✉❧'❛♥8♠❡♥' ❧❡- ♠✉❧'✐♣❧❡- '②♣❡-
✷✾ ♦❝*♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✼
NXi i ηi
M
Vv Rv
Vv : Xi Xj
Xi Xj
Xa Xb
Xc R1 Xa Xb R2 Xb
Xc
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
■❧ ❡①✐%&❡ ❞✐✛)*❡♥&❡% ❢❛.♦♥% ❞❡ ♠♦❞)❧✐%❡* ❞❡ &❡❧❧❡% ❞♦♥♥)❡%✱ ❡& ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ✈♦✐* 4✉❡❧❧❡% %♦♥& ❧❡%
❞❡✉① ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡% ❞❛♥% ❧❡% %❡❝&✐♦♥% %✉✐✈❛♥&❡% ✿ ❧❡ ♠♦❞8❧❡ ❛❧❣)❜*✐4✉❡ 4✉✐ ❞)❝*✐& ❝❤❛4✉❡ *❡❧❛&✐♦♥
♣❛* ✉♥❡ ♠❛&*✐❝❡✱ ❡& ❧❡ ♠♦❞8❧❡ < ❜❛%❡ ❞❡ ❣*❛♣❤❡%✳ ❈❡% ❡①❡♠♣❧❡% %❡*♦♥& )❣❛❧❡♠❡♥& ✐❧❧✉%&*)% ❛✈❡❝
❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥)❡% ✓ ❥♦✉❡& ✔ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳
■✲✶✳✶ ▼♦❞'❧❡ ❛❧❣,❜.✐0✉❡
❉❛♥% ❝❡ ♠♦❞8❧❡ ❝❧❛%%✐4✉❡✱ ❝❤❛4✉❡ *❡❧❛&✐♦♥ ❡%& *❡♣*)%❡♥&)❡ ♣❛* ✉♥❡ ♠❛&*✐❝❡✳ Rv ❡%& ❞♦♥❝ ✉♥❡
♠❛&*✐❝❡ ❞)❝*✐✈❛♥& ❧❛ *❡❧❛&✐♦♥ ❡♥&*❡ ❧❡% ♦❜❥❡&% ❞❡ &②♣❡% Xi ❡& Xj ✳ ❆✐♥%✐✱ ❧❛ ♠❛&*✐❝❡ Rv ❞)❝*✐&
✉♥❡ *❡❧❛&✐♦♥ ❡♥&*❡ Xi ❡& Xj ✱ ❡%& ❞❡ &❛✐❧❧❡ ηi ✂ ηj ✱ ❡& ❝❡% )❧)♠❡♥&% r
♣v!
ab ❡①♣*✐♠❡♥& ❧✬✐♥&❡♥%✐&)
❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥&*❡ ❧✬✐♥%&❛♥❝❡ a ❞❡ Xi ❡& ❧✬✐♥%&❛♥❝❡ b ❞❡ Xj ✳ ❉✐✛)*❡♥&% ♠♦❞8❧❡% ♣❡✉✈❡♥& H&*❡ ✉&✐❧✐%)%
♣♦✉* ❞)❝*✐*❡ ❝❡&&❡ ✐♥&❡♥%✐&)✱ ❧❡% ♣*✐♥❝✐♣❛✉① %♦♥& ❞)&❛✐❧❧)% ❞❛♥% ❧❡ ♣❛*❛❣*❛♣❤❡ %✉* ❧❡% ♠♦❞8❧❡%
❞❡ ♣♦♥❞)*❛&✐♦♥ ❞❛♥% ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✶✳✶✳❜✳
❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳ ■❧ ♣❡✉% ❡①✐(%❡) ♣❧✉(✐❡✉)( )❡❧❛%✐♦♥( ✐♠♣❧✐.✉❛♥% ❧❡( ♠/♠❡( %②♣❡( ❞✬♦❜❥❡%(✳
❈♦♥(✐❞7)♦♥( ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ .✉❡ Xi )❡♣)7(❡♥%❡ ❞❡( ✉%✐❧✐(❛%❡✉)( ❡% Xj ❞❡( ✜❧♠(✱ ❛❧♦)( ✐❧
♣❡✉% ❡①✐(%❡) ✉♥❡ )❡❧❛%✐♦♥ ❡①♣)✐♠❛♥% ✉♥❡ ♥♦%❡ ❛%%)✐❜✉7❡ ♣❛) ❧❡( ✉%✐❧✐(❛%❡✉)( (✉) ❧❡(
✜❧♠(✱ ♠❛✐( ❛✉((✐ ✉♥❡ ❛✉%)❡ )❡❧❛%✐♦♥ ✐♥❞✐.✉❛♥% ❧❡( ✜❧♠( .✉❡ ♣♦((:❞❡♥% ❧❡( ✉%✐❧✐(❛%❡✉)(✱
❡%❝✳ ❯♥❡ )❡❧❛%✐♦♥ ♣❡✉% 7❣❛❧❡♠❡♥% ❝♦♥❝❡)♥❡) ✉♥ (❡✉❧ %②♣❡ ❞✬♦❜❥❡%(✱ ❞❛♥( ❝❡ ❝❛( i ✏ j✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡(% ❝❡❧✉✐ ❞✬❛)%✐❝❧❡( (❝✐❡♥%✐✜.✉❡(✱ ❞♦♥% ❧❡( ❧✐❡♥( (❡)❛✐❡♥% ❝❡✉① ❞❡( ❝✐%❛%✐♦♥(✳
▲❛ ❋✐❣✳ ✸ *❡♣*)%❡♥&❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥)❡% ✓ ❥♦✉❡& ✔ ❝♦♠♣♦*&❛♥& ✸ &②♣❡% ❞✬♦❜❥❡&% ✿ Xa✱ Xb ❡&
Xc ❀ ❧✐)% ♣❛* ✷ *❡❧❛&✐♦♥% ✿ R1 ❧✐❛♥& Xa < Xb ❡& R2 ❧✐❛♥& Xb < Xc✱ ♣♦✉* ❧❡%4✉❡❧❧❡% ❧❡ ♠♦❞8❧❡
❜✐♥❛✐*❡ ❡%& ✉&✐❧✐%) ✭✈♦✐* ❞❡%❝*✐♣&✐♦♥ ❞❡% ♠♦❞8❧❡% ❞❡ ♣♦♥❞)*❛&✐♦♥ ❙❡❝✳ ■✲✶✳✶✳❜✮✳
❋✐❣✉$❡ ✸ ✕ ▼♦❞%❧❡ ❛❧❣*❜,✐.✉❡ ♣♦✉, ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥*❡3 ✓ ❥♦✉❡5 ✔✱ ♣,*3❡♥5* ❞❛♥3 ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳
■✲✶✳✶✳❛ ❊①'❡♥*✐♦♥ ❛✉① .❡❧❛'✐♦♥* ♥♦♥✲❞②❛❞✐2✉❡*
▲✬❡①&❡♥%✐♦♥ ♥❛&✉*❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞8❧❡ ❛✉ ❝❛% ❞❡% *❡❧❛&✐♦♥% ♣♦❧②❛❞✐4✉❡%
✸
✱ ❡%& ❝♦✉✈❡*&❡ ♣❛*
❧❡% &❡♥%❡✉*%✱ 4✉✐ %♦♥& ❡✉①✲♠H♠❡% ❞❡% ❣)♥)*❛❧✐%❛&✐♦♥% ❞❡% ✈❡❝&❡✉*% ❡& ❞❡% ♠❛&*✐❝❡%✳ ❊♥ ❡✛❡&✱
✉♥ &❡♥%❡✉* ❞✬♦*❞*❡ ✶ ❡%& ✉♥ ✈❡❝&❡✉* ✭✶ ❞✐♠❡♥%✐♦♥✮✱ ✉♥ &❡♥%❡✉* ❞✬♦*❞*❡ ✷ ❡%& ✉♥❡ ♠❛&*✐❝❡ ✭✷
❞✐♠❡♥%✐♦♥% ✿ ❧✐❣♥❡% ❡& ❝♦❧♦♥♥❡%✮✳ R♦✉* ✉♥❡ *❡❧❛&✐♦♥ ❧✐❛♥& t &②♣❡% ❞✬♦❜❥❡&% < ❧❛ ❢♦✐%✱ ♦♥ ❝♦♥%✐❞8*❡
❛❧♦*% ✉♥ &❡♥%❡✉* ❞✬♦*❞*❡ t✳ ❯♥ &❡❧ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ *❡❧❛&✐♦♥ %❡ &*♦✉✈❡ ❞❛♥% ❧❡% %②%&8♠❡% ❞❡ ♥♦&❛&✐♦♥%
❞❡ ✜❧♠% ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦U ✉♥ ✉&✐❧✐%❛&❡✉* u✱ ✈❛ ♥♦&❡* ❧❛ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❝&❡✉* a ❞❛♥% ✉♥ ✜❧♠
f ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦&❡ ❝♦♠♣*✐%❡ ❡♥&*❡ ✶ ❡& ✺✳ R♦✉* *❡♣*)%❡♥&❡* ✉♥❡ &❡❧❧❡ *❡❧❛&✐♦♥✱ ♦♥ ✉&✐❧✐%❡ ❧❡ &❡♥%❡✉*
✸✳ ❯♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❞②❛❞✐4✉❡ ❡6% ✉♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❞❡✉① %②♣❡6 ❞✬♦❜❥❡%✳ ❯♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ♣♦❧②❛❞✐4✉❡ ❡6% ✉♥❡ &❡❧❛%✐♦♥
❡♥%&❡ ♣❧✉6 ❞❡ ❞❡✉① %②♣❡6 ❞✬♦❜❥❡%✳
✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✾
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
T ✱ !✉✐ ♣❡&♠❡( ❞✬❛,,♦❝✐❡& / (♦✉( (&✐♣❧❡( ♣u,a,f! ✉♥ ,❝❛❧❛✐&❡ ❡♥(&❡ ✶ ❡( ✺✳ ■❧ ❡,( ❡♥,✉✐(❡ ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡
♣&♦❥❡(❡& ✉♥ (❡❧ (❡♥,❡✉& ,✉& ✸ ♠❛(&✐❝❡,✱ ❝❡ !✉✐ ❡♥❣❡♥❞&❡&❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥( ✉♥❡ ♣❡&(❡ ❞✬✐♥❢♦&♠❛(✐♦♥ ✿
✌ ✉♥❡ ♠❛(&✐❝❡ ❛,,♦❝✐❛♥( / ❝❤❛!✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣u,a! ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡, ♥♦(❡, ❛((&✐❜✉>❡, ♣❛& ❧✬✉(✐✲
❧✐,❛(❡✉& u / ❧✬❛❝(❡✉& a✱
✌ ✉♥❡ ♠❛(&✐❝❡ ❛,,♦❝✐❛♥( / ❝❤❛!✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣u,f! ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡, ♥♦(❡, ❛((&✐❜✉>❡, ♣❛& ❧✬✉(✐✲
❧✐,❛(❡✉& u ❛✉① ❛❝(❡✉&, ❥♦✉❛♥( ❞❛♥, ❧❡ ✜❧♠ f ✱
✌ ✉♥❡ ♠❛(&✐❝❡ ❛,,♦❝✐❛♥( / ❝❤❛!✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣a,f! ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡, ♥♦(❡, ❛((&✐❜✉>❡, / ❧✬❛❝(❡✉&
a ♣♦✉& ,❛ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ❞❛♥, ❧❡ ✜❧♠ f ✳
❘❡❧❛(✐✈❡♠❡♥( ♣❡✉ ❞❡ (&❛✈❛✉① ✉(✐❧✐,❡♥( ❧❡, (❡♥,❡✉&, ❝♦♠♠❡ ♠♦❞D❧❡ ❞❡ &❡♣&>,❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡,
❞♦♥♥>❡, ✭❇❛♥❡&❥❡❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼✱ ❆❝❛& ❡( ❨❡♥❡& ✷✵✵✾✮✱ ❝❛& ❧❛ ❣>♥>&❛❧✐,❛(✐♦♥ ❞❡, ♠>(❤♦❞❡, ❝❧❛,✲
,✐!✉❡, ❡♥❣❡♥❞&❡♥( ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐(> ,♦✉✈❡♥( (&♦♣ ❣&❛♥❞❡✱ ❡( >❣❛❧❡♠❡♥( ❝❛& ❧❡, &❡❧❛(✐♦♥, ,♦♥( (&D,
,♦✉✈❡♥( ✉♥✐!✉❡♠❡♥( ❞②❛❞✐!✉❡, ❞❛♥, ❧❡, ♣&♦❜❧D♠❡, &>❡❧,✳
■✲✶✳✶✳❜ ▼♦❞(❧❡+ ❞❡ ♣♦♥❞./❛1✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♥♦✉, ❧✬❛✈♦♥, ♣&>❝>❞❡♠♠❡♥( ✈✉✱ ❧❡, >❧>♠❡♥(, ❞❡, ♠❛(&✐❝❡, ❞❡ &❡❧❛(✐♦♥ ❞>❝&✐✈❡♥(
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D xi,xk D xi,xj D xj ,xk
xi,xj ,D xi,xj 0
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
▲❛ ❞✐$%❛♥❝❡ ✭❡♥ ❢❛✐% ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐$%❛♥❝❡$✮ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇$❦✐ ❡$% ❝❡2%❛✐♥❡♠❡♥% ❧❛ ♣❧✉$ ❝♦♥♥✉❡ ✿
D♣xi,xj ✏
✄
η
➳
l✏1
⑤xil ✁ xjl⑤
p
☛
1
p
✭✶✮
#♦✉& p ✏ 2✱ ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇,❦✐ ❡,- 45✉✐✈❛❧❡♥-❡ 7 ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ 5✉✐ ❡,-
♣&♦❜❛❜❧❡♠❡♥- ❧❛ ♣❧✉, ✐♥-✉✐-✐✈❡ ✭❧♦&,5✉❡ ❧✬♦♥ -&❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥, ✉♥ ❡,♣❛❝❡ ✈❡❝-♦&✐❡❧ ❞✉ ♠♦✐♥,✮ ✿
D♣xi,xj ✏
❜
➦η
l✏1♣xil ✁ xjl 
2
✱ 5✉✐ ♠❡,✉&❡ ❡①❛❝-❡♠❡♥- ❧❛ ❞✐"#❛♥❝❡ ❡♥-&❡ ✷ ♣♦✐♥-, 5✉❡ ❧✬♦♥
♣❡&@♦✐- ❞❛♥, ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊✉❝❧✐❞❡ ✭♥4 ❡♥ ✲✸✷✺✱ ♠♦&- ❡♥ ✲✷✻✺✮✱ ❞❛♥, ,❡, -&❛✈❛✉① ❢♦♥✲
❞❛-❡✉&, ❞❡ ❧❛ ❣4♦♠4-&✐❡✱ ❞4♠♦♥-&❛ 5✉❡ ❧❡ ♣❧✉, ❝♦✉&- ❝❤❡♠✐♥ ❡♥-&❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥-, ❡,- ❧❛ ❞&♦✐-❡✱
❝❡ 5✉✐ ❝♦&&❡,♣♦♥❞ 7 ❧✬✐♥4❣❛❧✐-4 -&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ♣♦✉& p ✏ 1✱ ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇,❦✐
❞❡✈✐❡♥- ✿ D♣xi,xj ✏
➦η
l✏1 ⑥xil ✁ xjl⑥✱ ❛♣♣❡❧4 ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❤❛--❛♥✱ ♦✉ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞✉ -❛①✐ ❝❛&
❡❧❧❡ ❝♦&&❡,♣♦♥❞ 7 ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ♣❛&❝♦✉&✉ ♣❛& ✉♥ -❛①✐ ❞❛♥, ✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ❛♠4&✐❝❛✐♥❡ ♦J ❧❡, &✉❡, ❢♦&✲
♠❡&❛✐❡♥- ✉♥ 5✉❛❞&✐❧❧❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥-✱ ❧❡ ❝❛, ❧✐♠✐-❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇,❦✐ ♣♦✉& p ✏ ✽ ✿
D♣xi,xj ✏ max
l✏1..η
⑥xil ✁ xjl⑥ ❡,- ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ❚❝❤❡❜②❝❤❡✈✳
#♦✉& ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐,-❛♥❝❡, ❡♥-&❡ ❞♦❝✉♠❡♥-, ❞4❝&✐-, ♣❛& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬♦❝❝✉&&❡♥❝❡, ❞❡ ❧❡✉&,
♠♦-,✱ ❝❡--❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ♥✬❡,- ♣❛, -&N, ❛❞❛♣-4❡✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ♣6 ✁ 5 ✏ ♣1 ✁ 0 ✱ ❛❧♦&, 5✉❡
❧❡ ❢❛✐- 5✉❡ ❞❡✉① ❞♦❝✉♠❡♥-, ❝♦♥-✐❡♥♥❡♥- ✉♥ ♠P♠❡ ♠♦- &❡,♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- 6 ❡- 5 ❢♦✐, ❧❡, &❡♥❞
,✐♠✐❧❛✐&❡,✱ ❝♦♥-&❛✐&❡♠❡♥- ❛✉ ❝❛, ♦J ❧✬✉♥ ❞❡, ❞♦❝✉♠❡♥-, ❝♦♥-✐❡♥- ✉♥ ♠♦- ✭♠P♠❡ ,✬✐❧ ♥✬❛♣♣❛&❛Q-
5✉✬✉♥ ❢♦✐,✮ ❡- ❧✬❛✉-&❡ ♥♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ✉♥ ❛✉-&❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ❞❡ ❝❡--❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ❡,- 5✉❡
❧❡, ❝❛&❛❝-4&✐,-✐5✉❡, ❛✈❡❝ ❞❡, ✈❛❧❡✉&, ❧❡, ♣❧✉, ❣&❛♥❞❡, ✈♦♥- ❞♦♠✐♥❡& ❧❡, ❛✉-&❡,✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❝❡,
♠❡,✉&❡, ♥❡ ♣&❡♥♥❡♥- ♣❛, ♥♦♥ ♣❧✉, ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡, ♦❜❥❡-, 5✉✬❡❧❧❡, ❝♦♠♣❛&❡♥- ✿ ✉♥ ❧♦♥❣
❞♦❝✉♠❡♥- ,❡&❛ ❛✉-♦♠❛-✐5✉❡♠❡♥- ♣❧✉, ,✐♠✐❧❛✐&❡ ❛✉① ❛✉-&❡, ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝-✐♦♥✱ 5✉✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥-
♣❧✉, ❝♦✉&-✳
■❧ ❡,- 4❣❛❧❡♠❡♥- ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡& ❧✬❡♥-&♦♣✐❡ &❡❧❛-✐✈❡ ❡♥-&❡ ❞❡✉① ❞✐,-&✐❜✉-✐♦♥, ❞✬♦❝❝✉&✲
&❡♥❝❡, ❞❡ -❡&♠❡,✱ ♣❧✉, ❝♦♥♥✉❡ ,♦✉, ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡&✱ 5✉✐ ♠❡,✉&❡ ❧❡
❞❡❣&4 ❞❡ ,✉&♣&✐,❡ ❛,,♦❝✐4 7 ❧✬♦❜,❡&✈❛-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐,-&✐❜✉-✐♦♥ ✭❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥- xi✮ ❛❧♦&, 5✉❡ ❧✬♦♥
❡♥ ❝♦♥♥❛✐,,❛✐- ✉♥❡ ❛✉-&❡ ✭❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥- xj✮✳ ■❧ ♥❡ ,✬❛❣✐- ♣❛, ❢♦&♠❡❧❧❡♠❡♥- ❞✬✉♥❡ ❞✐,-❛♥❝❡✱ ♠❛✐,
❞✬✉♥❡ ❞✐,,✐♠✐❧❛&✐-4✱ ❝❛& ❡❧❧❡ ♥❡ ✈4&✐✜❡ ♣❛, ❧❛ ♣&♦♣&✐4-4 ❞❡ ,②♠4-&✐❡ ❡- ❧✬✐♥4❣❛❧✐-4 -&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡✳
❊❧❧❡ ❡,- ❞4✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛@♦♥ ,✉✐✈❛♥-❡ ✿
KL♣xi ⑤⑤xj ✏
η
➳
l✏1
xil log
xil
xjl
❆✈❡❝
➦η
l✏1 xil ✏
➦η
l✏1 xjl ✏ 1✱ ❝❛& xi ❡- xj ,♦♥- ,✉♣♣♦,4❡, P-&❡ ❞❡, ❞✐,-&✐❜✉-✐♦♥, ❞❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐-4,✳
■✲✷✳✶✳❜ ▲❡( ♠❡(✉+❡( ❞❡ (✐♠✐❧❛+✐01
❉❛♥, ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛,,✐✜❝❛-✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥-,✱ 7 ❝❛✉,❡ ❞❡, ♣&♦❜❧N♠❡, ❝✐-4, ♣&4❝4❞❡♠♠❡♥-✱
♦♥ ✉-✐❧✐,❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉, ,♦✉✈❡♥- ❞❡, ♠❡,✉&❡, ❞❡ ,✐♠✐❧❛&✐-4,✱ 5✉✐ ,♦♥- ❞4✜♥✐❡, ❞❡ ❧❛ ❢❛@♦♥ ,✉✐✈❛♥-❡ ✿
❉1✜♥✐0✐♦♥ ✷✳ ❅xi,xj ,xk, S ❡"# ✉♥❡ "✐♠✐❧❛+✐#, "✐ ❡❧❧❡ ✈,+✐✜❡ ❧❡" ♣+♦♣+✐,#," "✉✐✈❛♥#❡" ✿
✶✳ ❙②♠,#+✐❡ ✿ S♣xi,xj ✏ S♣xj ,xi 
✷✳ 7♦"✐#✐✈✐#, ✿ 0 ↕ S♣xi,xj ↕ 1
✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✸
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
✸✳ ■❞❡♥&✐&( ❞❡) ✐♥❞✐)❝❡+♥❛❜❧❡) ✿ S♣xi,xj! ✏ 1# xi ✏ xj
▲❛ ♠❡$✉&❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❧❛ ♣❧✉$ $♦✉✈❡♥* ✉$✐*+❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝♦♥*❡①*❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ *❡①*❡ ❡$* ❧❛
$✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❈♦$✐♥✉$ ✿
Cos♣xi,xj! ✏
xi ☎ xj
❛
‖xi‖2 ‖xj‖2
❛✈❡❝ xi ☎ xj &❡♣&+$❡♥*❛♥* ❧❡ ♣&♦❞✉✐* $❝❛❧❛✐&❡ ❡♥*&❡ ❧❡$ ✈❡❝*❡✉& xi ❡* xj ✱ ❡* ‖xi‖2 ❧❛ ♥♦&♠❡ ✷ ❞✉
✈❡❝*❡✉& xi✳ ▲❡ ♥✉♠+&❛*❡✉& &❡♣&+$❡♥*❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦$✐♥✉$ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ ❡♥*&❡ ❧❡$ ❞❡✉① ✈❡❝*❡✉&$✱ ❡*
❧❡ ❞+♥♦♠✐♥❛*❡✉& ♣❡&♠❡* ❞❡ ❝♦♠♣❛&❡& ✐♥❞✐✛+&❡♠♠❡♥* ❞❡$ ❞♦❝✉♠❡♥*$ ❞❡ *❛✐❧❧❡$ ❞✐✛+&❡♥*❡$ ❡♥
♥♦&♠❛❧✐$❛♥* ❧❛ $✐♠✐❧❛&✐*+ ♣❛& ❧❡ ♣&♦❞✉✐* ❞❡ ❧❡✉& ♥♦&♠❡✳ ❙✐ ❧❡$ ❞♦❝✉♠❡♥*$ $♦♥* ❝♦❧✐♥+❛✐&❡$✱ ❛❧♦&$
❧❡✉& $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❝♦$✐♥✉$ ✈❛✉❞&❛ 1✱ < ❧✬✐♥✈❡&$❡✱ $✬✐❧$ $♦♥* ♦&*❤♦❣♦♥❛✉① ✭❧❡$ ♠♦*$ ❛♣♣❛&❛✐$$❛♥*
❞❛♥$ ❧✬✉♥ $♦♥* ❛❜$❡♥*$ ❞❡ ❧✬❛✉*&❡✱ ❡* ✈✐❝❡✲✈❡+)❛✮ ❛❧♦&$ ❧❡✉& $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❝♦$✐♥✉$ ✈❛✉❞&❛ 0✳
▲❛ ♠❡$✉&❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❈♦$✐♥✉$ ♣❡✉* A*&❡ ✉*✐❧✐$+❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬♦❝❝✉&&❡♥❝❡$ ♦✉ ❧❛
♣♦♥❞+&❛*✐♦♥ ❚❋✲■❉❋✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✺ ✐❧❧✉$*&❡ ❧❛ ♠❡$✉&❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❈♦$✐♥✉$ ❡♥*&❡ ❞❡✉① ✈❡❝*❡✉&$
❞❛♥$ ✉♥❡ ❡$♣❛❝❡ < ❞❡✉① ❞✐♠❡♥$✐♦♥$✳
❋✐❣✉$❡ ✺ ✕ ■❧❧✉%&'❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉'❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛'✐&/ ❞✉ ❈♦%✐♥✉%✳ ▲❡ &'❛✐& '♦✉❣❡ '❡♣'/%❡♥&❡ ❧❛ ❞✐%&❛♥❝❡
❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ❡& ❧✬❛'❝ ✜❣✉'❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ✱ ❞♦♥& ❧❡ ❝♦%✐♥✉% ❡%& ❧❡ ♥✉♠/'❛&❡✉' ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉'❡✳
▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛❝❝❛&❞ ✭❏❛❝❝❛&❞ ✶✾✵✶✮✱ ❛✉$$✐ ❝♦♥♥✉❡ $♦✉$ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞❡ ❚❛♥✐♠♦*♦✱
❡$* ❧❡ &❛♣♣♦&* ❡♥*&❡ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥*❡&$❡❝*✐♦♥ ❡* ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥$❡♠❜❧❡$✳ ❈❡**❡
♠❡$✉&❡ &❡♣&+$❡♥*❡ ✉♥❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ✐♥*+&❡$$❛♥*❡ ❡♥*&❡ ❞❡✉① ❞♦❝✉♠❡♥*$ ✿
Jacc♣xi,xj! ✏
xi ☎ xj
‖xi‖2 ‖xj‖2 ✁ xi ☎ xj
❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❉✐❝❡ ✭❉✐❝❡ ✶✾✹✺✮✱ ❛✉$$✐ ❝♦♥♥✉ $♦✉$ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞❡
❙L&❡♥$❡♥✱ ❜✐❡♥ M✉✬✐♥✐*✐❛❧❡♠❡♥* ♣&+✈✉ ♣♦✉& A*&❡ ❛♣♣❧✐M✉+ < ❞❡$ ❞♦♥♥+❡$ ❜✐♥❛✐&❡$✱ ♣❡&♠❡* ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡& ✉♥❡ ♠❡$✉&❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❡♥*&❡ ❞❡✉① ❞♦❝✉♠❡♥*$ ✿
Dice♣xi,xj! ✏
xi ☎ xj
‖xi‖2 ‖xj‖2
❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳ ▲❛ ♠❡)✉+❡ D ✐♥❞✉✐&❡ ♣❛+ ❧❛ )✐♠✐❧❛+✐&( S )✉✐✈❛♥&❡ ✿
D♣xi,xj! ✏
❜
2 ♣1✁ S♣xi,xj!!
❡)& ✉♥❡ ❞✐)&❛♥❝❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ✈(+✐✜❛♥& ❧❡) ✸ ♣+♦♣+✐(&() ❞❡ ❧❛ ❉❡❢✳ ✶ ✭●♦✇❡+ ❡& ▲❡❣❡♥❞+❡
✶✾✽✻✮✳
✶✹
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
■✲✷✳✶✳❝ ▲❡ ✢)❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥1✐♦♥♥❛❧✐3)
❉❛♥# ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡ ❝♦(♣✉# ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥/# /❡①/✉❡❧#✱ ✐❧ ❡#/ ❛❞♠✐# 3✉❡ ❧❡# ✈❡❝/❡✉(#
(❡♣(5#❡♥/❛♥/ ❧❡# ♠♦/# ❡/ ❧❡# ❞♦❝✉♠❡♥/# #♦♥/ /(6# ❝(❡✉①✱ ❡/ 3✉❡ ❝❡ /②♣❡ ❞❡ ♣(♦❜❧6♠❡ #♦✉✛(❡
♣❛( ❝♦♥#53✉❡♥/ ❞✉ ✢5❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✭♦✉ ❝✉"#❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧✐-② ❡♥ ❛♥❣❧❛✐#✮✳ ❈❡ /❡(♠❡✱
✐♥/(♦❞✉✐/ ♣❛( ❇❡❧❧♠❛♥ ❡/ ❑❛❧❛❜❛ ✭✶✾✺✾✮✱ ❞5❝(✐/ ❧❡ ❢❛✐/ 3✉❡ ❞❛♥# ✉♥ ❡#♣❛❝❡ E /(6# ❣(❛♥❞❡
❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✭♣❧✉#✐❡✉(# ❝❡♥/❛✐♥❡# ♦✉ ♣❧✉#✐❡✉(# ♠✐❧❧✐❡(#✮✱ ❝♦♥/(❛✐(❡♠❡♥/ E ❧✬❡#♣❛❝❡ ♣❤②#✐3✉❡ ✭/(♦✐#
❞✐♠❡♥#✐♦♥# #❡✉❧❡♠❡♥/✮✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ ❡#/ #✐ ❣(❛♥❞ 3✉❡ ❧❡# ♣♦✐♥/# 3✉✬♦♥ ② (❡♣(5#❡♥/❡ ♦♥/
/❡♥❞❛♥❝❡ E /♦✉# ❞❡✈❡♥✐( 53✉✐❞✐#/❛♥/# ❧❡# ✉♥# ❞❡# ❛✉/(❡#✱ ❝❡ 3✉✐ ♣♦#❡ ❛❧♦(# ♣(♦❜❧6♠❡ ♣♦✉( /♦✉/❡#
❧❡# ♠5/❤♦❞❡# ❜❛#5❡# #✉( ❧❛ ❞✐#/❛♥❝❡ ✭♦✉ ❧❛ #✐♠✐❧❛(✐/5✮ ❡♥/(❡ ❝❡# ♣♦✐♥/#✳ ▲❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ♣♦✐♥/#
♥5❝❡##❛✐(❡# ♣♦✉( ♦❜/❡♥✐( ✉♥ ♠♦❞6❧❡ #/❛/✐#/✐3✉❡♠❡♥/ #✐❣♥✐✜❝❛/✐❢ ❛✉❣♠❡♥/❡ ❡①♣♦♥❡♥/✐❡❧❧❡♠❡♥/
❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❧❡# ♠❡#✉(❡# ❝❧❛##✐3✉❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛(✐/5 ✭♦✉ ❧❡#
❞✐#/❛♥❝❡#✮ ♥❡ #♦♥/ ♣❛# ❛❞❛♣/5❡# E ❝❡# ❡#♣❛❝❡# E /(6# ❣(❛♥❞❡# ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳ ❉❛♥# ❆❣❣❛(✇❛❧ ❡- ❛❧✳
✭✷✵✵✶✮✱ ❧❡# ❛✉/❡✉(# ♠♦♥/(❡♥/ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ 3✉❡ ❞❛♥# ✉♥ /❡❧ ❡#♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ d ♦M ❧✬♦♥
❝♦♥#✐❞6(❡ ✉♥❡ ❞✐#/(✐❜✉/✐♦♥ ❛❧5❛/♦✐(❡ ❞❡ ♣♦✐♥/#✱ #✐ ❧✬♦♥ ♥♦/❡ Dmin ❧❛ ❞✐#/❛♥❝❡ ❡♥/(❡ ❧❡# ❞❡✉①
♣♦✐♥/# ❧❡# ♣❧✉# ♣(♦❝❤❡# ❡/ Dmax ❧❛ ❞✐#/❛♥❝❡ ❡♥/(❡ ❧❡# ♣♦✐♥/# ❧❡# ♣❧✉# 5❧♦✐❣♥5#✱ ❛❧♦(# ❧❡ (❛/✐♦
Dmax✁Dmin
Dmin
/❡♥❞ ✈❡(# 0 3✉❛♥❞ d /❡♥❞ ✈❡(#  ✽✳ ■♥/✉✐/✐✈❡♠❡♥/✱ ❝❡ (5#✉❧/❛/ ❡①♣(✐♠❡ 3✉❡ 3✉❛♥❞
❧✬❡#♣❛❝❡ ❞❡✈✐❡♥/ /(6# ❣(❛♥❞✱ ❧❡# ♠❡#✉(❡# ❞❡ ❞✐#/❛♥❝❡ ✉#✉❡❧❧❡# ♥❡ ♣❡(♠❡//❡♥/ ♣❧✉# ❞❡ ❞✐#/✐♥❣✉❡(
❧❡# ♣♦✐♥/# ♣(♦❝❤❡# ❞❡# ♣♦✐♥/# 5❧♦✐❣♥5#✳
■✲✷✳✷ ▼%&❤♦❞❡+ ❝❧❛++✐0✉❡+ ❞❡ ❝❧❛++✐✜❝❛&✐♦♥
■❧ ❡①✐#/❡ ❞❡ /(6# ♥♦♠❜(❡✉#❡# ♠5/❤♦❞❡# ✈✐#❛♥/ E ❝❧❛##✐✜❡( ❛✉/♦♠❛/✐3✉❡♠❡♥/ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ η
♦❜❥❡/# ❡♥K ❝❧❛##❡#✳ ◆♦✉# ♥❡ ❢❡(♦♥# ♣❛# ❞❡ ❞❡#❝(✐♣/✐♦♥ ❡①❤❛✉#/✐✈❡ ❞❡ /♦✉# ❧❡# /②♣❡# ❞✬❛♣♣(♦❝❤❡#
♣♦##✐❜❧❡#✱ ❡/ (❡♥✈♦②♦♥# ❧❡ ❧❡❝/❡✉( ✈❡(# ❧❡# ❛(/✐❝❧❡# ❢❛✐#❛♥/ ✉♥ 5/❛/ ❞❡# ❧✐❡✉① ♣❧✉# ❝♦♠♣❧❡/ ❞❡
❝❡# ♠5/❤♦❞❡# ✭❏❛✐♥ ❡- ❛❧✳ ✶✾✾✾✱ ❇❡(❦❤✐♥ ✷✵✵✷✱ ❳✉ ❡- ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✳ ◆♦✉# ♣(5#❡♥/❡(♦♥# 3✉❡❧3✉❡#
❡①❡♠♣❧❡# ❞❡ ♠5/❤♦❞❡# ❝❧❛##✐3✉❡# 3✉✐ #❡(♦♥/ ✉/✐❧✐#5❡# ❞❛♥# ❧❛ #✉✐/❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉#❝(✐/✳
■✲✷✳✷✳❛ ▼)3❤♦❞❡1 ❞❡ ♣❛73✐3✐♦♥♥❡♠❡♥3
▲❡# ♠5/❤♦❞❡# ❞❡ ♣❛(/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❝❧❛##✐✜❡♥/ ❞✐(❡❝/❡♠❡♥/ ❧❡# η ♦❜❥❡/# ❡♥ K ❝❧❛##❡#✳ T♦✉( ✉♥
❝(✐/6(❡ ❞♦♥♥5 E ♦♣/✐♠✐#❡(✱ ❡①♣❧♦(❡( ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♣❛(/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/# ♥✬❡#/ ♣❛# ♣♦##✐❜❧❡✱ ❧❡ ♣(♦✲
❜❧6♠❡ 5/❛♥/ ◆T✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❡/ ✐❧ ❢❛✉/ ♣❛( ❝♦♥#53✉❡♥/ ✉/✐❧✐#❡( ❞❡# ❤❡✉(✐#/✐3✉❡# ❛✜♥ ❞❡ /(♦✉✈❡( ❞❡#
#♦❧✉/✐♦♥# ❛♣♣(♦❝❤5❡#✳ T♦✉( ✐❧❧✉#/(❡( ❧✬❡①♣❧♦#✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛/♦✐(❡ ❞❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ♣❛(/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/#✱
♣♦✉( η ✏ 100 ❡/ K ✏ 10✱ ✐❧ ❡①✐#/❡ ♣❧✉# ❞❡ 1090 ♣♦##✐❜✐❧✐/5# ✭E ❝♦♠♣❛(❡( ❛✉ ♥♦♠❜(❡ ❞✬❛/♦♠❡#
❞❛♥# ❧✬❯♥✐✈❡(# ❡#/✐♠5# E 1080✮✳
▲❡ ❝(✐/6(❡ E ♦♣/✐♠✐#❡( ❧❡ ♣❧✉# ❝❧❛##✐3✉❡♠❡♥/ ✉/✐❧✐#5 ❡#/ ❧✬❡((❡✉( 3✉❛❞(❛/✐3✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ 3✉✐✱
✐♥/✉✐/✐✈❡♠❡♥/ (❡♣(5#❡♥/❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡# ❞✐#/❛♥❝❡# ❡♥/(❡ ❧❡# ♣♦✐♥/# ❞✬✉♥❡ ❝❧❛##❡✱ ❡/ ❧❡ ♣♦✐♥/
✓ ♠♦②❡♥ ✔ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛##❡✱ ♥♦/5 µ ✿
K
➳
i✏1
➳
xj"ci
‖xj ✁ µi‖
2
❉✐✛5(❡♥/❡# ✈❛(✐❛♥/❡# ❡①✐#/❡♥/ ❡♥#✉✐/❡ #❡❧♦♥ ❧❛ ❞5✜♥✐/✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥/ ✓ ♠♦②❡♥ ✔ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛##❡ ✿
✌ K✲♠♦②❡♥♥❡# #✐ µi ✏
➦
xj"ci
xj ✱ ❡#/ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡# ♣♦✐♥/# ❞❡ ❧❛ ❝❧❛##❡ ✭❞♦♥❝ ♣❛# ♥5❝❡#✲
#❛✐(❡♠❡♥/ ✉♥ ♦❜❥❡/ ❞❡ ❧❛ ❜❛#❡✮✱
✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✺
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
✌ K✲♠❡❞♦%❞❡& &✐ µi ✏ argmin
x✍j ci
➦
xj ci
‖xj ✁ x
✍
j‖
2
✱ ❡&) ❧❡ ♣♦✐♥) ❧❡ ♣❧✉& ❝❡♥)/❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛&&❡✳
■♥❞3♣❡♥❞❛♠♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ✈❛/✐❛♥)❡ ❝♦♥&✐❞3/3❡✱ ❧✬❛❧❣♦/✐)❤♠❡ ✉)✐❧✐&3 ♣♦✉/ )/♦✉✈❡/ ✉♥❡ &♦❧✉)✐♦♥
❛♣♣/♦❝❤3❡ ❝♦♥&✐&)❡ 8 ✐♥✐)✐❛❧✐&❡/ ❛❧3❛)♦✐/❡♠❡♥) ❧❡& ♣♦✐♥)& ✓ ♠♦②❡♥& ✔✱ ♣✉✐& 8 ❛❧)❡/♥❡/ ❥✉&=✉✬8
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❞❡ +/❣❧❡+ ❧❡ ❞❡❣+/ ❞❡ ✢♦✉ ❡#& ❣/♥/+❛❧❡♠❡♥& ✐♥&/❣+/ /❣❛❧❡♠❡♥&✳
W❡❞+②❝③ ✭✷✵✵✷✮ ❛❥♦✉&❡ ) ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ♦❜❥❡❝&✐❢ ❞❡# &❡+♠❡# +❡♣+/#❡♥&❛♥& ❧❡# ❞❡❣+/# ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦✲
+❛&✐♦♥ ❡♥&+❡ ❧❡# ❞✐✛/+❡♥&❡# ✈✉❡#✱ N✉✐ ♣❡+♠❡&&❡♥& ❞❡ ♠❡#✉+❡+ #✐ ❞❡✉① ✈✉❡# #♦♥& ❞✬❛❝❝♦+❞ ♦✉ ♥♦♥✱
❡& N✉✐ #♦♥& ♦♣&✐♠✐#/# #✐♠✉❧&❛♥/♠❡♥& ❛✉① ❞❡❣+/# ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ❞❡# ♦❜❥❡&# ❛✉① ❝❧❛##❡#✱ ❡& ❛✉①
♣+♦&♦&②♣❡#✳
❯♥❡ ❛✉&+❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ❝♦♥#✐#&❡ ) ❛##♦❝✐❡+ ) ❝❤❛N✉❡ ♦❜❥❡& ✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ) ❝❤❛N✉❡
✈✉❡✱ ❡♥ ♣❧✉# ❞✬✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ) ❝❤❛N✉❡ ❝❧❛##❡ ✭❲✐#✇❡❞❡❧ ❡& ❇❡+&❤♦❧❞ ✷✵✵✼✮✱ ❝❡ N✉✐
♣❡+♠❡& ❞❡ ❞/❝♦✉✈+✐+ #✐ ✉♥ ♦❜❥❡& ❡#& ❜✐❡♥ +❡♣+/#❡♥&/ ❞❛♥# ✉♥❡ ✈✉❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ #♦♥
✐♥&/❣+❛&✐♦♥ ) ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❛♥# ❝❡&&❡ ✈✉❡✳ ❯♥ ♣❛+❛♠B&+❡ ♣❡+♠❡& /❣❛❧❡♠❡♥& ❞❡ ❝♦♥&+^❧❡+ ❧❡
❞❡❣+/ ❞❡ ✢♦✉ ❞/#✐+/ ) ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧)✳ ▲❡ ❞/❢❛✉& ❞❡ ❝❡# ❞❡✉① ❛♣♣+♦❝❤❡# ❡#& N✉❡ ❧✬♦♣&✐♠✐#❛&✐♦♥ ❡#&
❡✛❡❝&✉/❡ ❞❡ ❢❛\♦♥ #/♣❛+/❡ ❞❛♥# ❝❤❛N✉❡ ✈✉❡✳
❆✜♥ ❞❡ +❡♠/❞✐❡+ ) ❝❡ ❞/❢❛✉& ❡& ) ❞✬❛✉&+❡# ♣♦✐♥&# ❢❛✐❜❧❡# ❞❡ ❧❛ ♠/&❤♦❞❡ ♣+/#❡♥&/❡ ❞❛♥# ❲✐#✲
✇❡❞❡❧ ❡& ❇❡+&❤♦❧❞ ✭✷✵✵✼✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧&/ ❞✬✐♥&❡+♣+/&❡+ ❧❡# +/#✉❧&❛&# ✭❝❤❛N✉❡ ♦❜❥❡& ❛②❛♥&
✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ) ❝❤❛N✉❡ ❝❧✉#&❡+ ❞❡ ❝❤❛N✉❡ ✈✉❡✱ ❡& ✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ) ❝❤❛N✉❡
✈✉❡✮✱ ❲✐#✇❡❞❡❧ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ♣+♦♣♦#❡♥& ❞❡ +❡♠♣❧❛❝❡+ ❧❡ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡& ) ✉♥❡
✈✉❡✱ ♣❛+ ✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ❞❡# ❝❧❛##❡# ❛✉① ✈✉❡#✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣❧✉#✐❡✉+# ❛✈❛♥&❛❣❡# ✿ ♣❡+♠❡&&+❡
❞✬❛✈♦✐+ ✉♥ #❡✉❧ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❝❧❛##❡# ❞❛♥# ❧❡# ♠✉❧&✐♣❧❡# ✈✉❡#✱ N✉❡ ❧❡# ♣+♦&♦&②♣❡# ❞❡# ❝❧❛##❡# #♦✐❡♥&
✈❛❧❛❜❧❡# ❞❛♥# ❝❤❛N✉❡ ✈✉❡✱ ❡& N✉❡ ❧❡# +/#✉❧&❛&# ❡♥ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥& ♣❧✉# ❢❛❝✐❧❡♠❡♥& ✐♥&❡+♣+/&❛❜❧❡#✳
✷✹
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ❞❛♥* ❝❡,'❛✐♥* ❝❛* ✐❧ ♥✬❡*' ♣❛* ♣♦**✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐, ❛❝❝2* ❛✉① ❞♦♥♥5❡* ❞5❝,✐✈❛♥' ❧❡*
♦❜❥❡'*✱ ♠❛✐* ❡♥ ,❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ❞✐*♣♦*❡ ❞❡ ♠✉❧'✐♣❧❡* ♠❛',✐❝❡* ❞❡ ❞✐*'❛♥❝❡* ❝♦♥❝❡,♥❛♥' ❧❡* ♠8♠❡*
♦❜❥❡'*✱ ❛②❛♥' 5'5 ♦❜'❡♥✉❡* *♦✐❡♥' : ♣❛,'✐, ❞❡ ❞✐✛5,❡♥'❡* ✈✉❡*✱ *♦✐❡♥' : ♣❛,'✐, ❞❡ ❞✐✛5,❡♥'❡*
♠❡*✉,❡* ✭❋,✐❣✉✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼✮✳ ❉❛♥* ❝❡''❡ ❛♣♣,♦❝❤❡✱ ♥♦♠♠5❡ ❈❆❘❉ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐* ❈❧✉*!❡+✐♥❣
❛♥❞ ❆❣❣+❡❣❛!✐♥❣ ❘❡❧❛!✐♦♥❛❧ ❉❛!❛✮✱ ✐❧ ♥✬❡*' ❛❧♦,* ♣❧✉* ♣♦**✐❜❧❡ ❞❡ *✬❛♣♣✉②❡, *✉, ❧❛ ♥♦'✐♦♥ ❞❡
♣,♦'♦'②♣❡✱ ❡' ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♦❜❥❡❝'✐❢ ❢❛✐' ❛❧♦,* ✉♥✐E✉❡♠❡♥' ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❞✐*'❛♥❝❡* ❡♥',❡ ❞❡* ♣❛✐,❡*
❞✬♦❜❥❡'*✱ ♣♦♥❞5,5❡* ♣❛, ❧❡✉,* ❞❡❣,5* ❞✬❛♣♣❛,'❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛**❡*✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ❞❡* ♣♦✐❞* ❞❡ ♣❡,✲
'✐♥❡♥❝❡ *♦♥' ❛♣♣,✐* ♣♦✉, ❝❤❛E✉❡ ♣❛✐,❡ ❝❧❛**❡ ✲ ✈✉❡✱ ♠❡*✉,❛♥' *✐ ✉♥❡ ✈✉❡ ❡*' ✉'✐❧❡ ♣♦✉, ❧❛
❞5✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛**❡✳ ▲❡* ❛✉'❡✉,* ✐♥',♦❞✉✐*❡♥' ❞❡✉① ✈❛,✐❛♥'❡* ❞❡ ❧❡✉,* ❛❧❣♦,✐'❤♠❡*✱ ❜❛*5❡*
*✉, ❧❡* ❞❡✉① ♠5'❤♦❞❡* ❞❡ ❝❧❛**✐✜❝❛'✐♦♥ ✢♦✉❡* *✉✐✈❛♥'❡* ✿ ❘❋❈▼ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐* ❘❡❧❛!✐♦♥❛❧ ❋✉③③②
C✲▼❡❛♥*✮ ❞❡ ❍❛'❤❛✇❛② ❡! ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ ❡' ❋❆◆◆❨ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐* ❋✉③③② ❆◆❛❧❨*✐* ❝❧✉*!❡+✐♥❣✮
❞❡ ❑❛✉❢♠❛♥ ❡' ❘♦✉**❡❡✉✇ ✭✶✾✾✵✮✳
❉❛♥* '♦✉'❡* ❝❡* ❛♣♣,♦❝❤❡*✱ ❧❡* ❝♦♥',❛✐♥'❡* ❞❡ ♥♦,♠❛❧✐*❛'✐♦♥ *✉, ❧❡* ❞✐✛5,❡♥'* ❞❡❣,5* ❞✬❛♣✲
♣❛,'❡♥❛♥❝❡ *♦♥' ✐♥'5❣,5❡* ❛✉ ♣,♦❜❧2♠❡ ❞✬♦♣'✐♠✐*❛'✐♦♥ ❡♥ ✉'✐❧✐*❛♥' ❞❡* ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'❡✉,* ❞❡ ▲❛✲
❣,❛♥❣❡✱ ❡' ❧❡ ♣,♦❜❧2♠❡ ❡*' ✜♥❛❧❡♠❡♥' ,5*♦❧✉ ❣,R❝❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐'✐♦♥* ♥5❝❡**❛✐,❡* ✐♠♣♦*❛♥' E✉❡ ❧❡*
❞5,✐✈5❡* ♣❛,'✐❡❧❧❡* ♣❛, ,❛♣♣♦,' ❛✉① ❞❡❣,5* ❞✬❛♣♣❛,'❡♥❛♥❝❡ ❡' ❛✉① ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'❡✉,* ❞❡ ▲❛❣,❛♥❣❡
*♦✐❡♥' ♥✉❧❧❡*✳ ❈❡❝✐ ♣❡,♠❡' ❞✬♦❜'❡♥✐, ❞❡* ,2❣❧❡* ❞❡ ♠✐*❡ : ❥♦✉, ♣♦✉, ❧❡* ♣,♦'♦'②♣❡* *✬✐❧ ② ❡♥ ❛✱
❡' ❧❡* ❞✐✛5,❡♥'* ❞❡❣,5* ❞✬❛♣♣❛,'❡♥❛♥❝❡ *❡❧♦♥ ❧❡* ♠5'❤♦❞❡*✳ ▲❡* ❛❧❣♦,✐'❤♠❡* E✉✐ ❡♥ ❞5❝♦✉❧❡♥'
*❡ ,5*✉♠❡♥' : ✐♥✐'✐❛❧✐*❡, ❞❡ ❢❛T♦♥ ❛❧5❛'♦✐,❡ ❧❡* ♣,♦'♦'②♣❡* ❡' ❞❡❣,5* ❞✬❛♣♣❛,'❡♥❛♥❝❡*✱ ♣✉✐* :
❧❡* ♠❡'',❡ : ❥♦✉, ❛❧'❡,♥❛'✐✈❡♠❡♥' ❥✉*E✉✬: ❝❡ E✉✬✉♥ ❝,✐'2,❡ ❞✬❛,,8' *♦✐' ❛''❡✐♥'✱ ❝♦,,❡*♣♦♥❞❛♥'
❣5♥5,❛❧❡♠❡♥' : ❧❛ *'❛❜✐❧✐*❛'✐♦♥ ❞❡* ❞❡❣,5* ❞✬❛♣♣❛,'❡♥❛♥❝❡ ❞❡* ♦❜❥❡'* ❛✉① ❝❧❛**❡*✳ ❉❡ ❢❛T♦♥
❝❧❛**✐E✉❡✱ ✉♥❡ 5'❛♣❡ ❞❡ ❞❡❢✉③③✐✜❝❛'✐♦♥ ❡*' ✜♥❛❧❡♠❡♥' ♥5❝❡**❛✐,❡ ♣♦✉, ❛✛❡❝'❡, ❝❤❛E✉❡ ♦❜❥❡' :
✉♥❡ *❡✉❧❡ ❝❧❛**❡✳
■✲✸✳✷ ▼&'❤♦❞❡, ✐,,✉❡, ❞❡ ❧❛ '❤&♦1✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦1♠❛'✐♦♥
❉❛♥* ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✷✳✸✳❜✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ❞5❝,✐' ❞❡* ♠5'❤♦❞❡* ❜❛*5❡* *✉, ❧❛ '❤5♦,✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥
♣❡,♠❡''❛♥' ❞❡ ❝♦✲❝❧❛**✐✜❡, ❞❡✉① '②♣❡* ❞✬♦❜❥❡'*✱ ❡' ❞❡* ❡①'❡♥*✐♦♥* ♦♥' 5'5 ♣,♦♣♦*5❡* ♣♦✉,
❧❡ ❝❛❞,❡ ♠✉❧'✐✈✉❡ ✭❋,✐❡❞♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❇❡❦❦❡,♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✳ ❆ ❧✬✐♥*'❛, ❞❡* ♠5'❤♦❞❡*
♠♦♥♦✈✉❡*✱ ❝❡* ♠5'❤♦❞❡* *✬❛♣♣✉✐❡♥' *✉, ❧❛ ♥♦'✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥ ♠✉'✉❡❧❧❡ E✉✬❡❧❧❡ 5'❡♥❞ ❛✉
❝❛❞,❡ ♠✉❧'✐✈✉❡✳ ❉❛♥* ❝❡ ❝♦♥'❡①'❡✱ ❧❡* ❞✐✛5,❡♥'* '②♣❡* ❞✬♦❜❥❡'* Xi *♦♥' ❝♦♥*✐❞5,5* ❝♦♠♠❡ ❞❡*
✈❛,✐❛❜❧❡* ❛❧5❛'♦✐,❡*✱ ❡' ❧✬✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥ ♠✉'✉❡❧❧❡ E✉✐ ❛ 5'5 ✐♥✐'✐❛❧❡♠❡♥' ❞5✜♥✐❡ ♣♦✉, ❞❡✉① ✈❛,✐❛❜❧❡*
X1 ❡' X2✱ ❡*' ❛❧♦,* 5'❡♥❞✉❡ : ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ N ✈❛,✐❛❜❧❡* X1, . . . , XN ✳
❋,✐❡❞♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ *❡ ❜❛*❡♥' *✉, ❧❡* ',❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛'❡✉,* ❡♥ ❝❧❛**✐✜❝❛'✐♦♥ ✐**✉❡ ❞❡ ❧❛
'❤5♦,✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥ ✭❚✐*❤❜② ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✾✮✱ ❡' ❞5✜♥✐**❡♥' ❧✬✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥ ♠✉'✉❡❧❧❡ ♣♦✉, ❞❡
♠✉❧'✐♣❧❡* '②♣❡* ❞❡ ✈❛,✐❛❜❧❡*✱ ❛♣♣❡❧5❡ ♠✉❧!✐✲✐♥❢♦+♠❛!✐♦♥ ✿
I♣X1, . . . , XN ! ✏ D ♣P ♣X1, . . . , XN ! ⑤⑤P ♣X1!, . . . , P ♣XN !!
♦^ D ❡*' ✉♥❡ ❞✐✈❡,❣❡♥❝❡ ❞❡ ❇,❡❣♠❛♥ ✹✱ ❡' P ❧❛ ❞✐*',✐❜✉'✐♦♥ ❞❡* ✈❛,✐❛❜❧❡* X1, . . . , XN ✳ ❉❡ ♣❧✉*✱
❧❡* ,❡❧❛'✐♦♥* ❡♥',❡ ❧❡* ❞✐✛5,❡♥'❡* ✈❛,✐❛❜❧❡* ✭❞♦♥❝ ❧❡* ❞✐✛5,❡♥'* '②♣❡* ❞✬♦❜❥❡'*✮ *♦♥' ,❡♣,5*❡♥'5❡*
✹✳ ❯♥❡ ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡ ❇&❡❣♠❛♥ ❡7% ✉♥❡ ❝❧❛77❡ ❞❡ ♠❡7✉&❡7 ❣9♥9&❛❧✐7❛♥% ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉7❡7 ❞✐7%❛♥❝❡7 ❝❧❛77✐<✉❡7
✭❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡&✱ ❡%❝✳✮✱ ♠❛✐7 <✉✐ ♥✬❡7% ♣❛7 ♥9❝❡77❛✐&❡♠❡♥% 7②♠9%&✐<✉❡ ❡% <✉✐ ♥❡ ✈9&✐✜❡ ♣❛7 ♥9❝❡7✲
7❛✐&❡♠❡♥% ❧✬✐♥9❣❛❧✐%9 %&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡✳
✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✷✺
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
♣❛" ✉♥ "%&❡❛✉ ❜❛②%&✐❡♥✱ ❛✐♥&✐ ❧❛ ❞✐&."✐❜✉.✐♦♥ ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.% ❥♦✐♥.❡ ❞❡& ✈❛"✐❛❜❧❡& ❡&. ❝♦♥."❛✐♥.❡
♣❛" ❝❡ "%&❡❛✉ ❞❡ ✈❛"✐❛❜❧❡&✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ ✐❧ ♥✬❡&. ♣❛& ❝❡".❛✐♥ 6✉❡ ❝❡..❡ ❞✐&."✐❜✉.✐♦♥ ❥♦✐♥.❡ ❛✐.
.♦✉❥♦✉"& ✉♥ &❡♥&✱ ❝❛" ✐❧ ♥❡ &❡"❛ ♣❛& .♦✉❥♦✉"& ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ "❡♣"%&❡♥.❡" .♦✉.❡ ❧✬✐♥❢♦"♠❛.✐♦♥ ❞❛♥&
✉♥❡ &❡✉❧❡ ❞✐&."✐❜✉.✐♦♥ ✭❇❡❦❦❡"♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✳
❈✬❡&. ❛✐♥&✐ 6✉✬✉♥❡ ❛✉."❡ ❡①.❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞%✜♥✐.✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦"♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ B ❞❡ ♠✉❧.✐♣❧❡&
✈❛"✐❛❜❧❡& ❡&. ♣"♦♣♦&%❡ ❞❛♥& ❇❡❦❦❡"♠❛♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ &♦✉& ❧❛ ❢♦"♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈❡"&✐♦♥ ❢❛❝.♦"✐&%❡✱
"❡♣"%&❡♥.❛♥. ❧❡& ✐♥.❡"❛❝.✐♦♥& ❡♥."❡& ❞❡& ♣❛✐"❡& ❞❡ ✈❛"✐❛❜❧❡&✳ ▲❛ ❢♦"♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ B ♠❛①✐♠✐&❡"
❡&. ❛❧♦"& ❧❛ &✉✐✈❛♥.❡ ✿
➳
i,j
wij I ♣Xi,Xj!
❞❛♥& ❧❛6✉❡❧❧❡ ❧❡& wij &♦♥. ❞❡& ♣♦✐❞& ♣❡"♠❡..❛♥. ❞❡ ♣♦♥❞%"❡" ❧❡& ❞✐✛%"❡♥.❡& "❡❧❛.✐♦♥&✱ ❝❡& ♣♦✐❞&
%.❛♥. ♥♦♥ ♥✉❧& &✐ ❡. &❡✉❧❡♠❡♥. &✐ Xi ✒ Xj ✳ ❊♥&✉✐.❡✱ ❝❡ ❝"✐.G"❡ ♣❡"♠❡. ❞❡ ❝♦""✐❣❡" ❧❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛✲
.✐♦♥& ❞❡& ❞✐✛%"❡♥.& .②♣❡& ❞✬♦❜❥❡.& ❛②❛♥. %.% ♦❜.❡♥✉❡& ❣"J❝❡ B ✉♥ ❛❧❣♦"✐.❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛.✐♦♥
❤✐%"❛"❝❤✐6✉❡✱ &♦✐. ❛&❝❡♥❞❛♥.❡ &✐ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ❝❧❛&&❡& ❡&. "❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. ✐♠♣♦".❛♥.✱ &♦✐. ❞❡&❝❡♥✲
❞❛♥.❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ♦L ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ❝❧❛&&❡& ❡&. ❢❛✐❜❧❡✱ ♣♦✉" ❞❡& "❛✐&♦♥& ❞❡ "❛♣✐❞✐.% ❞✬❡①%❝✉.✐♦♥✳
■✲✸✳✸ ▼%&❤♦❞❡+ ♣-♦❜❛❜✐❧✐+&❡+
❈♦♠♠❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛.✐♦♥ ❡. ❞❡ ❧❛ ❝♦✲❝❧❛&&✐✜❝❛.✐♦♥✱ ❞❡& ♠%.❤♦❞❡& ♣"♦❜❛❜✐✲
❧✐&.❡&✱ ❜❛&%❡& &✉" ❧❛ ❞❡&❝"✐♣.✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞G❧❡ ❣%♥%"❛.✐❢✱ ♦♥. %.% ❞%✈❡❧♦♣♣%❡& ♣♦✉" ❧❡ ❝♦♥.❡①.❡
♠✉❧.✐✈✉❡ ✭❚❛&❦❛" ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❩❡♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷✮✳ ❖♥ "❡."♦✉✈❡ ❞❛♥& ❝❡& ♠%.❤♦❞❡& ❧❛ ♥♦.✐♦♥
❞❡ ❝❧❛&&❡& ❧❛.❡♥.❡&✱ 6✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡"❝❤❡ B "❡."♦✉✈❡"✱ ♣♦✉" ❝❤❛6✉❡ .②♣❡ ❞✬♦❜❥❡.&✱ ❡. 6✉✐ &❡"❛✐❡♥.
B ❧✬♦"✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣%♥%"❛.✐♦♥ ❞❡& ✐♥&.❛♥❝❡&✳ ❉❛♥& ❝❡& ❛♣♣"♦❝❤❡&✱ ❧❡& ❛✉.❡✉"& ❝❤❡"❝❤❡♥. ❛❧♦"& B
."♦✉✈❡" ❧❡& ♣❛"❛♠G."❡& ❞❡ ❝❡& ❞✐&."✐❜✉.✐♦♥& ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.%& ❝♦♥❞✐.✐♦♥♥❡❧❧❡&✳ ❚❛&❦❛" ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮
❡&.✐♠❡♥. ❧❡& ✈❛❧❡✉"& ❞❡& ♣❛"❛♠G."❡& θ ❡♥ ✉.✐❧✐&❛♥. ❧❛ ♠%.❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈"❛✐&❡♠❜❧❛♥❝❡✱
❝✬❡&. B ❞✐"❡ 6✉✬✐❧& ❝❤❡"❝❤❡♥. B ♠❛①✐♠✐&❡" P ♣D ⑤ θ! ❛✈❡❝ D ❧❛ ❞✐&."✐❜✉.✐♦♥ ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.% ❝♦""❡&✲
♣♦♥❞❛♥. ❛✉① ♦❜❥❡.& ♦❜&❡"✈%&✳
❉❡ ❢❛R♦♥ &✐♠✐❧❛✐"❡✱ ❩❡♥❣ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❝❤❡"❝❤❡♥. B ❞%❝♦✉✈"✐" ❧❡& ♣"♦❜❛❜✐❧✐.%& ❝♦♥❞✐.✐♦♥♥❡❧❧❡&
❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❡ P ♣k
♣n!
i ⑤ k
♣n✶!
j ! ♦L k
♣n!
i ❡&. ❧❛ ❝❧❛&&❡ i ❞❡& Xn✳ ❆✐♥&✐ &✐ ✉♥❡ ✐♥&.❛♥❝❡ ❞❡ Xn ❛ ✉♥❡ ❢♦".❡
♣"♦❜❛❜✐❧✐.% ❞✬❛♣♣❛".❡♥✐" B ❧❛ ❝❧❛&&❡ k
♣n!
i ✱ ❛❧♦"& ❧❡& ✐♥&.❛♥❝❡& ❞❡ Xn✶ ❛✉①6✉❡❧❧❡& ✐❧ ❡&. ❧✐%✱ ❛✉"♦♥.
✉♥❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.% ❞✬❛♣♣❛".❡♥✐" B ❧❛ ❝❧❛&&❡ k
♣n✶!
j ❝♦♥❞✐.✐♦♥♥%❡ ♣❛" P ♣k
♣n!
i ⑤ k
♣n✶!
j !✳ ❈♦♥."❛✐"❡♠❡♥.
B ❚❛&❦❛" ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❧❡& ❛✉.❡✉"& ✉.✐❧✐&❡♥. ✉♥ ❛❧❣♦"✐.❤♠❡ ✐.%"❛.✐❢ 6✉✐ ❛❧.❡"♥❡ ❡♥."❡ ❧❡& ✈✉❡& ♣♦✉"
❡&.✐♠❡" ❧❡& ♣❛"❛♠G."❡& ❞❡ ❧❡✉" ♠♦❞G❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦"✐.❤♠❡ ❝❧❛&&✐✜❡ ❛❧♦"& .♦✉" B .♦✉" ❧❡& ✐♥&.❛♥❝❡&
❞❡ ❝❤❛6✉❡ .②♣❡ ❞✬♦❜❥❡.&✱ ♠♦❞✐✜❛♥. ❛✐♥&✐ ❧❡& ❧✐❡♥& ❛✉① ✐♥&.❛♥❝❡& ❞❡& ❛✉."❡& .②♣❡&✱ ❡. ❞♦♥❝ ❧❡✉"
❞❡&❝"✐♣.✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦"✐.❤♠❡ &✬❛""T.❡ ❧♦"&6✉❡ ❧❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛.✐♦♥& &♦♥. &.❛❜❧❡&✳
❉❛♥& ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡ ❧❡✉" ❛♣♣"♦❝❤❡✱ ❩❡♥❣ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ %✈♦6✉❡♥. ❧❡ ❢❛✐. 6✉❡ ❧❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛.✐♦♥& ❞❡&
♦❜❥❡.& ❞❛♥& ❧❡& ❞✐✛%"❡♥.❡& ✈✉❡& &❡ "❡♥❢♦"❝❡♥. ♠✉.✉❡❧❧❡♠❡♥. ✭♠T♠❡ &✐ ❧❡& ❛✉.❡✉"& ♥❡ ❞♦♥♥❡♥. ♣❛&
❞❡ ❣❛"❛♥.✐❡ &✉" ❝❡ ♣♦✐♥.✮✳ U❛".❛♥. ❞✬✉♥❡ ✐❞%❡ ❞❡ ❞%♣❛". &✐♠✐❧❛✐"❡✱ ❲❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ♦♥. ♣"♦♣♦&%
❧✬❛❧❣♦"✐.❤♠❡ ❘❡❈♦♠ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ❘❡✐♥❢♦,❝❡♠❡♥! ❈❧✉/!❡,✐♥❣ ♦❢ ▼✉❧!✐✲!②♣❡ ✐♥!❡,,❡❧❛!❡❞ ❞❛!❛
♦❜❥❡❝!/✮✱ ❜❛&% &✉" ❧✬✐❞%❡ 6✉❡ ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡& ✐♥&.❛♥❝❡& ❞✬✉♥ .②♣❡ ❞✬♦❜❥❡.&✱ ❡♥ "❡♥❞❛♥. ❧❡✉"
❞❡&❝"✐♣.✐♦♥ ♣❧✉& ❝♦♥❝✐&❡✱ ✈❛ ♣❡"♠❡.."❡ ❞❡ "❡♥❞"❡ ❧❡& ❞♦♥♥%❡& ♠♦✐♥& ❝"❡✉&❡&✱ ❡. ❞♦♥❝ ❞✬❛♠%❧✐♦"❡"
❧❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛.✐♦♥& ❞❡& ❛✉."❡& .②♣❡& ❞✬♦❜❥❡.&✳
✷✻
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
■✲✸✳✹ ▼&'❤♦❞❡, ,♣❡❝'/❛❧❡,
▲❡ ❝❛❞%❡ ❞❡& ♠()❤♦❞❡& ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥& &♣❡❝)%❛❧❡& ❛ ❛✉&&✐ ()( ()❡♥❞✉ ❛✉① ♣%♦❜❧4♠❡& ♠✉❧✲
)✐✈✉❡&✱ ❡) ✐❧ ❡&) ❝❡%)❛✐♥❡♠❡♥) ❝❡❧✉✐ ❞❛♥& ❧❡8✉❡❧ ♦♥ )%♦✉✈❡ ❧❡ ♣❧✉& ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛)✐♦♥& ✭❞❡ ❙❛ ✷✵✵✺✱
▲♦♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✻❛✱ ❩❤♦✉ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼✱ ❑✉♠❛% ❡) ❉❛✉♠❡ ■■■ ✷✵✶✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ♠♦♥♦✲
✈✉❡✱ ❝❡& ♠()❤♦❞❡& &❡ ❜❛&❡♥) &✉% ❧✬()✉❞❡ &✉% ❧❡& ✈❡❝)❡✉%& ♣%♦♣%❡& ❞❡ ❧❛ ♠❛)%✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ❞✉
❣%❛♣❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ✐❧ ❡①✐&)❡ ♣❧✉&✐❡✉%& ❢❛K♦♥& ❞❡ ❞(✜♥✐% ❧❛ ♠❛)%✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡✱ ❡) &♣(❝✐❛❧❡♠❡♥)
❞❛♥& ❧❡ ❝♦♥)❡①)❡ ♠✉❧)✐✈✉❡✱ ♣❧✉&✐❡✉%& ❣%❛♣❤❡& ♣♦✉✈❛♥) %❡♣%(&❡♥)❡% ❧❡& ❞♦♥♥(❡&✳
▲✬❛♣♣%♦❝❤❡ ♣%♦♣♦&(❡ ❞❛♥& ❞❡ ❙❛ ✭✷✵✵✺✮ &❡ ❧✐♠✐)❡ ❛✉ ❝❛& ❞❡ ❞♦♥♥(❡& ❝♦♠♣♦&(❡& ❞❡ ❞❡✉① ✈✉❡&✱
❡) ❝♦♥&)%✉✐) ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❜✐♣❛%)✐ ❞❛♥& ❧❡8✉❡❧ ❝❤❛8✉❡ ✈✉❡ ❝♦%%❡&♣♦♥❞ L ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ❣%❛♣❤❡✳
❈❤❛8✉❡ ♦❜❥❡) ❛♣♣❛%❛✐&&❛♥) ❞❛♥& ✉♥❡ ✈✉❡✱ ❡&) ❛❧♦%& %❡♣%(&❡♥)( ♣❛% ✉♥ &♦♠♠❡) ❞❛♥& ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❛&&♦❝✐(❡ L ❝❡))❡ ✈✉❡✱ ❡) ❧❡& ✐♥&)❛♥❝❡& ♣%(&❡♥)❡& ❞❛♥& ❧❡& ❞❡✉① ✈✉❡& &♦♥) ❞♦♥❝ %❡♣%(&❡♥)(❡& ♣❛%
❞❡✉① &♦♠♠❡)&✳ ▲❡& ❛✉)❡✉%& ❝❤❡%❝❤❡♥) ❡♥&✉✐)❡ ❝♦♠♠❡♥) ❝%(❡% ❞❡& ❛%N)❡& ❡♥)%❡ ❧❡& &♦♠♠❡)&
❞❡& ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡&✳ O♦✉% ❝❡❧❛✱ ✐❧& &✬❛♣♣✉✐❡♥) &✉% ❧❡& ✐♥&)❛♥❝❡& ❝♦♠♠✉♥❡& ❛✉① ❞❡✉① ✈✉❡&✱ ❡)
&✉% ❧❛ &✐♠✐❧❛%✐)( ❡♥)%❡ ❝❡& ✐♥&)❛♥❝❡& ❡) ❝❡❧❧❡& ❛♣♣❛%❛✐&&❛♥) ✉♥✐8✉❡♠❡♥) ❞❛♥& ❧✬✉♥❡ ❞❡& ✈✉❡&✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❧❡& ❛✉)❡✉%& ❝❛❧❝✉❧❡♥) ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥ ♣❛% ✉♥ ❛❧❣♦%✐)❤♠❡ &♣❡❝)%❛❧ ❝❧❛&&✐8✉❡ ❛♣♣❧✐8✉(
❛✉ ❣%❛♣❤❡ ❜✐♣❛%)✐ ❛✐♥&✐ ❝♦♥&)%✉✐)✳
❉❛♥& ❑✉♠❛% ❡) ❉❛✉♠❡ ■■■ ✭✷✵✶✶✮✱ ❧❡& ❛✉)❡✉%& &✬❛♣♣✉✐❡♥) &✉% ❧✬❤②♣♦)❤4&❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛)✐❜✐❧✐)(
❡♥)%❡ ❧❡& ✈✉❡&✱ &♦✉&✲❥❛❝❡♥) ❛✉ ❝❛❞%❡ ❞✉ ❝♦✲❛♣♣%❡♥)✐&&❛❣❡ ✭❇❧✉♠ ❡) ▼✐)❝❤❡❧❧ ✶✾✾✽✮✳ ❆✐♥&✐✱ &✐ ❞❡✉①
♣♦✐♥)& &♦♥) ❞❛♥& ❧❛ ♠N♠❡ ❝❧❛&&❡ ❡♥ ❧❡& ❝❧❛&&✐✜❛♥) ❞❛♥& ✉♥❡ ✈✉❡✱ ❛❧♦%& ✐❧& ❞❡✈%❛✐❡♥) (❣❛❧❡♠❡♥)
&❡ %❡)%♦✉✈❡% ❞❛♥& ❧❛ ♠N♠❡ ❝❧❛&&❡ ❞❛♥& ❧❡& ❛✉)%❡& ✈✉❡&✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥ ♣❡✉) N)%❡ ✉♥❡
♦♣(%❛)✐♦♥ ❝♦W)❡✉&❡ ❡♥ )❡♠♣& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧&✱ ❧❡& ❛✉)❡✉%& ♣%♦♣♦&❡♥) ✉♥❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ♥❡ ♥(❝❡&&✐)❛♥)
♣❛& ❞✬❛❧❧❡% ❥✉&8✉✬L ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥ ❞❡& ♦❜❥❡)& ❞❛♥& ❝❤❛8✉❡ ✈✉❡ L ❝❤❛8✉❡ ()❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦%✐)❤♠❡✳
❈❤❛8✉❡ ✈✉❡ v ❝♦%%❡&♣♦♥❞ L ✉♥❡ ♠❛)%✐❝❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛%✐)( Sv ✭❞(❝%✐✈❛♥) ❧❛ &)%✉❝)✉%❡ ❞✉ ❣%❛♣❤❡ ❞❡
❝❡))❡ ✈✉❡✮✱ L ❧❛8✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉) ❛&&♦❝✐❡% ✉♥❡ ♠❛)%✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ Lv ✏ D
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❧❛ ♠❛)%✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥) ❧❡& )❡%♠❡& &♦♥) ❧❡& &♦♠♠❡& ❞❡& ❧✐❣♥❡& ❞❡ Sv✳ ▲❡& ❛✉)❡✉%& ❝❤❡%❝❤❡♥)
❡♥&✉✐)❡ ❧❡& K ♣❧✉& ❣%❛♥❞& ✈❡❝)❡✉%& ♣%♦♣%❡& ❞❡ ❧❛ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ Lv✱ 8✉✐ &♦♥) ❧❡& ❧✐❣♥❡& ❝♦❧♦♥♥❡&
❞❡ ❧❛ ♠❛)%✐❝❡ Uv✳ ❖♥ ♣❡✉) ❛✐♥&✐ ✉)✐❧✐&❡% ❝❡))❡ ♠❛)%✐❝❡ ♣♦✉% ♣%♦❥❡)❡% ❧❡& ❞♦♥♥(❡& ❞❡& ❛✉)%❡&
✈✉❡& v✶ &✉% ❧✬❡&♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞%( ♣❛% ❝❡& ✈❡❝)❡✉%& ♣%♦♣%❡&✱ ❧❡& ♣❧✉& ❞✐&❝%✐♠✐♥❛♥)&✳ ▲❡& ❛✉)❡✉%&
♦❜)✐❡♥♥❡♥) ❛✐♥&✐✱ ♣♦✉% ✉♥❡ ❛✉)%❡ ✈✉❡ v✶✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛)%✐❝❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛%✐)( Sv✶ ✏ UvU
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❈❡))❡ ♦♣(%❛)✐♦♥ ❡&) ❡✛❡❝)✉(❡ ♣♦✉% )♦✉)❡& ❧❡& ✈✉❡& L ❝❤❛8✉❡ ✐)(%❛)✐♦♥✱ ❡) ❝❡ ♣♦✉% ✉♥ ♥♦♠❜%❡
✜①( ❞✬✐)(%❛)✐♦♥&✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❝❤❛8✉❡ ♠❛)%✐❝❡ Uv✱ ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ✐)(%❛)✐♦♥✱ ♣❡✉) N)%❡ ✉)✐❧✐&(❡ ♣♦✉%
♦❜)❡♥✐% ✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥ ♣❛% ❧✬❛❧❣♦%✐)❤♠❡ ❞❡& k✲♠♦②❡♥♥❡&✳ ❈❡))❡ ♠()❤♦❞❡ ❡&) ✉♥❡ ❡①)❡♥&✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠()❤♦❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥ &♣❡❝)%❛❧❡ ♣%♦♣♦&(❡ ♣❛% ◆❣ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✳
❉❛♥& ❚❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❧❡& ❛✉)❡✉%& ❝♦♥&✐❞4%❡♥) 8✉✬✐❧& ♥✬♦♥) ♣❛& ❞✐%❡❝)❡♠❡♥) ❛❝❝4& ❛✉①
♠❛)%✐❝❡& ❞❡ %❡❧❛)✐♦♥&✱ ❡) 8✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛& ♥(❝❡&&❛✐%❡♠❡♥) ❞❡ ♠✉❧)✐♣❧❡& )②♣❡& ❞✬♦❜❥❡)&✳ ❙♦♥)
❞✐&♣♦♥✐❜❧❡& ♣❧✉&✐❡✉%& ♠❛)%✐❝❡& ❞❡ &✐♠✐❧❛%✐)(& ✭♦✉ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✱ ♣♦♥❞(%(❡&✮ ♣♦✉% ✉♥ &❡✉❧ )②♣❡
❞✬♦❜❥❡)&✱ ♣%♦✈❡♥❛♥) ❞❡ ❞✐✛(%❡♥)❡& &♦✉%❝❡& ✭♦✉ ✈✉❡&✮✳ ▲❡& ❛✉)❡✉%& ♣%♦♣♦&❡♥) ❛❧♦%& ❞✬()❡♥❞%❡ ❧❡&
♠()❤♦❞❡& ❞❡ ❢❛❝)♦%✐&❛)✐♦♥ ❞❡ ♠❛)%✐❝❡& L ❝❡ ❝❛& ♦X ❞❡ ♠✉❧)✐♣❧❡& ♠❛)%✐❝❡& ❞❡ &✐♠✐❧❛%✐)( S1, . . . ,Sn
&♦♥) ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡&✳ ▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ L ♦♣)✐♠✐&❡% ❡&) ❛❧♦%& ❧❛ &✉✐✈❛♥)❡ ✿
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❞❛♥# ❧❛%✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠❛)*✐❝❡ P ❞❡ )❛✐❧❧❡ n ✂K ❡#) ✉♥✐%✉❡ ♣♦✉* )♦✉)❡# ❧❡# ✈✉❡#✱ ❡) ❝❛♣)✉*❡ ❛✐♥#✐
❧❡# ❢❛❝)❡✉*# ❝♦♠♠✉♥# ❛✉① ❞✐✛4*❡♥)❡# ✈✉❡#✳ ❊❧❧❡ ❝♦**❡#♣♦♥❞ ❛✉① ❛✛❡❝)❛)✐♦♥# ❞❡# ♦❜❥❡)# ❛✉①
❝❧❛##❡#✳ ▲❡# ♠❛)*✐❝❡# ∆v ❞❡ )❛✐❧❧❡ K ✂ K %✉❛♥) : ❡❧❧❡#✱ ❝❛♣)✉*❡♥) ❧❡# ❞✐✛4*❡♥❝❡# ❡♥)*❡ ❧❡#
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▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ : ♠❛①✐♠✐#❡* ❞4✜♥✐❡ ❞❛♥# ❧✬❊%✳ ✭✹✮ ♥✬4)❛♥) ♣❛# ❝♦♥✈❡①❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦*✐)❤♠❡ ❞✬♦♣)✐✲
♠✐#❛)✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡#) ♣*♦♣♦#4 ♣❛* ❧❡# ❛✉)❡✉*#✱ %✉✐ ❝♦♥#✐#)❡ : ❛❧)❡*♥❛)✐✈❡♠❡♥) ✜①❡* ❧❛ ♠❛)*✐❝❡ P
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❈❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠,'❤♦❞❡ ♣❡✉' ,❣❛❧❡♠❡♥' C'"❡ ✉'✐❧✐ ,❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣"❡♥'✐  ❛❣❡
♠✉❧'✐✈✉❡ ❞❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ✉♥❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ❡ ' ♣"♦❞✉✐'❡ ? ♣❛"'✐" ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ 
✈✉❡ ❞✉ ♣"♦❜❧F♠❡✱ ❡' ✉♥❡ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ❝♦♥ ❡♥ ✉ ♣❡✉' ❡♥ ✉✐'❡ C'"❡ ✉'✐❧✐ ,❡ ♣♦✉"
♣"♦❞✉✐"❡ ❧❛ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳
❯♥❡ ❛✉'"❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠,'❤♦❞❡ ,✈♦2✉,❡ ♣❛" ❙'"❡❤❧ ❡' ●❤♦ ❤ ✭✷✵✵✸✮✱ ❡'
'"F  ✐♠✐❧❛✐"❡ ❛✉ ❝❛❞"❡ ♠✉❧'✐✈✉❡✱ ❝♦♥❝❡"♥❡ ❧❡ ❝❛ ♦V ♣♦✉" ❞❡ 2✉❡ '✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥'✐❛❧✐',✱ '♦✉'❡ 
❧❡ ❞♦♥♥,❡ ♥❡  ♦♥' ♣❛ ❞,'❡♥✉❡ ♣❛" ✉♥❡  ❡✉❧❡ ❡♥'✐',✳ ❉❛♥ ❝❡ ❝♦♥'❡①'❡✱ ✐❧ ❡ ' ❛❧♦" ✐♥',"❡  ❛♥'
2✉❡ ❝❤❛2✉❡ ❡♥'✐', ❢♦✉"♥✐  ❡  ❛ ♣"♦♣"❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥✱ ❡' 2✉✬✉♥ ❛❧❣♦"✐'❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥ ❡♥ ✉ ❞❡
❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥  ♦✐' ❡♥ ✉✐'❡ ✉'✐❧✐ , ♣♦✉" '"♦✉✈❡" ❧❛ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳ ❯♥❡ ❛✉'"❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥
♣❡✉' C'"❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐ '"✐❜✉,✱ ♣♦✉" ❞❡ ♠❛  ❡ ❞❡ ❞♦♥♥,❡ '"♦♣ ✐♠♣♦"'❛♥'❡ ♣♦✉" ♣♦✉✈♦✐" C'"❡
'"❛✐',❡ ❞❡ ❢❛X♦♥ ❝❡♥'"❛❧✐ ,❡✳ ◆♦✉ ✈❡""♦♥ ❞❛♥ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■■✱ 2✉❡ ♥♦'"❡ ❝♦♥'"✐❜✉'✐♦♥ ❞❛♥ ❧❡
❝❛❞"❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣"❡♥'✐  ❛❣❡ ♠✉❧'✐✈✉❡ ❞❡  ✐♠✐❧❛"✐', ✱ ♣❡✉' ,❣❛❧❡♠❡♥' C'"❡ ✉'✐❧❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞✐ '"✐❜✉,✱ 2✉❡ ❝❡  ♦✐' ♣♦✉" ❞❡ "❛✐ ♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥'✐❛❧✐',✱ ♦✉ ♣♦✉" ",❞✉✐"❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐',
❡♥ '❡♠♣ ❡' ♠,♠♦✐"❡ ❞✉ '"❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥,❡ ✳
◆♦✉ ❝♦♥ ✐❞,"♦♥ ✐❝✐ 2✉❡ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ η ♦❜❥❡' X ✏ !x1, x2, ..., xη✉ 2✉❡
♥♦✉  ♦✉❤❛✐'♦♥ ❝❧❛  ✐✜❡" ❡♥ K ❝❧❛  ❡ ✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ m ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ 
Π ✏ !π1, π2, ...,πm✉✱ ❛✈❡❝ ❅i $ ✈1...m✇, πi♣xj( $ ✈1...K✇ "❡♣", ❡♥'❛♥' ❧❛ ❝❧❛  ❡ ❛✛❡❝',❡ ? ❧✬♦❜❥❡'
j ♣❛" ❧❛ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ i✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❡' ❝♦♠♠❡ ❞❛♥ ❧❡ "❡ '❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉ ❝"✐'✱ ♥♦✉  ✉♣♣♦ ♦♥ 2✉❡
❧❡ ♠,'❤♦❞❡ 2✉✐ ♣"♦❞✉✐ ❡♥' ❧❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ❝♦♥♥❛✐  ❡♥' ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ❝❧❛  ❡ ✱ ❡' ♣"♦❞✉✐ ❡♥'
❞♦♥❝ K ❝❧❛  ❡ ❞✬♦❜❥❡' ✳ ▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ♠,'❤♦❞❡ ♣", ❡♥',❡ ❞❛♥ ❧❛  ✉✐'❡ ❞❡ ❝❡''❡  ❡❝'✐♦♥ ❡ '
❞♦♥❝ ❞❡ '"♦✉✈❡" ✉♥❡ ♣❛"'✐'✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ? ♣❛"'✐" ❞❡ Π✱ ❞❡ ❢❛X♦♥ ? ♦♣'✐♠✐ ❡" ❞❡ ❝"✐'F"❡ ❞✐✛,"❡♥' ✳
✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✷✾
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✈♦♥) ❞❛♥) ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✹✳✷✱
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♥♦✉) ❞.❝*✐✈♦♥) ❞❛♥) ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✹✳✸✳
■✲✹✳✶ ❙✐♠✐❧❛*✐+, ✐♥❞✉✐+❡ ♣❛* ❧❡2 ❝❧❛22✐✜❝❛+✐♦♥2
■❧ ❡#$ ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥#$,✉✐,❡✱ / ♣❛,$✐, ❞❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥# Π✱ ✉♥❡ ♠❛$,✐❝❡ ❞❡
#✐♠✐❧❛,✐$4 ❡♥$,❡ ❧❡# ♦❜❥❡$# ❞❡ X✱ ❡♥ ❝♦♥#✐❞4,❛♥$ ❧✬✐❞4❡ #✐♠♣❧❡ #✉✐✈❛♥$❡ ✿ #✐ ❞❡✉① ♦❜❥❡$# ❛♣♣❛✲
,❛✐##❡♥$ #♦✉✈❡♥$ ❞❛♥# ❧❡# ♠:♠❡# ❝❧❛##❡#✱ ❛❧♦,# ✐❧# #♦♥$ #✐♠✐❧❛✐,❡#✳ ❖♥ ❝♦♥#$,✉✐$ ❛✐♥#✐ ❧❛ ♠❛$,✐❝❡
❞❡ ❝♦✲❛##♦❝✐❛$✐♦♥✱ ♦✉ ♠4$❛✲♠❛$,✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐$4 B ❞❡ $❛✐❧❧❡ η ✂ η ✿
B ✏ "bij#1↕i,j↕η ❛✈❡❝ bij ✏
1
m
➳
1↕l↕m
δ ♣πl♣xi%,πl♣xj%% ✭✺✮
♦@ δ♣a,b% ✈❛✉$ ✶ #✐ a ✏ b ❡$ ✵ #✐♥♦♥✱ ❡#$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛$,✐❝❡✳
▲❛ ♠❛$,✐❝❡ B ❡#$ ❛✐♥#✐ ❝❛,,4❡ ❡$ #②♠4$,✐F✉❡✱ ❡$ ❝♦♥$✐❡♥$ ❞❡# ✈❛❧❡✉,# ❝♦♠♣,✐#❡# ❡♥$,❡ ✵ ❡$
✶✱ cij ✈❛❧❛♥$ ✵ #✐ xi ❡$ xj ♥❡ #♦♥$ ❥❛♠❛✐# ❝❧❛##4# ❡♥#❡♠❜❧❡✱ ❡$ ✶ #✬✐❧# ❧❡ #♦♥$ $♦✉❥♦✉,#✳ ❋,❡❞ ❡$
❏❛✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ✉$✐❧✐#❡♥$ ❧❡ $❡,♠❡ ❞❡ ♠4❝❛♥✐#♠❡ ❞❡ ✈♦$❡ ♣♦✉, ❧❛ ❝♦♥#$,✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛$,✐❝❡ ❞❡
❝♦✲❛##♦❝✐❛$✐♦♥✱ ❝❛, ♦♥ ♣❡✉$ ❝♦♥#✐❞4,❡, F✉❡ ❝❤❛F✉❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ✈♦$❡ ♣♦✉, ❧❡# ♣❛✐,❡# ❞✬♦❜❥❡$#
F✉✬❡❧❧❡ ❛ ❝❧❛##4# ❡♥#❡♠❜❧❡✳
❆✐♥#✐✱ / ♣❛,$✐, ❞❡ ❝❡$$❡ ♠4$❛✲♠❛$,✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐$4✱ ✐❧ ❡#$ ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬✉$✐❧✐#❡, ♥✬✐♠♣♦,$❡ F✉❡❧
❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ✭✈♦✐, ❙❡❝✳ ■✲✷✮ ♣♦✉, ❝♦♥#$,✉✐,❡ ✉♥❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ❝♦♥#❡♥#✉#✳
N❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❋,❡❞ ❡$ ❏❛✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ♣,♦❞✉✐#❡♥$ ❧❡✉,# ♠✉❧$✐♣❧❡# ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥# / ♣❛,$✐, ❞❡ ❞✐❢✲
❢4,❡♥$❡# ✐♥✐$✐❛❧✐#❛$✐♦♥# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡# k✲♠♦②❡♥♥❡#✱ ♣✉✐# ❝♦♥#$,✉✐#❡♥$ ❧❛ ♠❛$,✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲
❛##♦❝✐❛$✐♦♥ B F✉✬✐❧# ❝♦♥#✐❞O,❡♥$ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✏❛❝❝✉♠✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ ♣-❡✉✈❡/✑✱ ❡$ ❝❤❡,❝❤❡♥$ ❡♥#✉✐$❡
❧❡# ❝❧❛##❡# ❧❡# ♣❧✉# #$❛❜❧❡# ❡♥ ✉$✐❧✐#❛♥$ ✉♥ ❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ❛#❝❡♥❞❛♥$❡ ❤✐4,❛,❝❤✐F✉❡
♣,❡♥❛♥$ B ❡♥ ❡♥$,4❡✱ ❡$ ✉$✐❧✐#❛♥$ ❧❡ #❛✉$ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ♠❡#✉,❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐$4 ✐♥$❡,✲❝❧❛##❡
✭✈♦✐, ❙❡❝✳ ■✲✷✮✳
❋❡,♥ ❡$ ❇,♦❞❧❡② ✭✷✵✵✸✮ #❡ #✐$✉❡♥$ ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥$❡①$❡ ❞✐✛4,❡♥$✱ ❝❛, ✐❧# ❝❤❡,❝❤❡♥$ / ❝❧❛##✐✲
✜❡, ❞❡# ♦❜❥❡$# ❞4❝,✐$# ♣❛, ✉♥ $,O# ❣,❛♥❞ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳ ▲❡# ❛✉$❡✉,# ✉$✐❧✐#❡♥$ ❛❧♦,#
❞❡# ♣,♦❥❡❝$✐♦♥# ❛❧4❛$♦✐,❡# ❞❡ ❧❡✉,# ❞♦♥♥4❡# ❞❛♥# ❞❡# ❡#♣❛❝❡# ♣❧✉# ,4❞✉✐$#✱ ❡$ ❝♦♥#$,✉✐#❡♥$ ✉♥❡
❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ♣♦✉, ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡# ♣,♦❥❡❝$✐♦♥#✳ ❈❡# ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥# 4$❛♥$ ♣,♦❞✉✐$❡# ♣❛, ✉♥ ❛❧✲
❣♦,✐$❤♠❡ ❊▼ ✭❊#$✐♠❛$✐♦♥✲▼❛①✐♠✐#❛$✐♦♥✱ ✈♦✐, ❙❡❝✳ ■✲✷✮✱ ❧❡# πl♣xi% ♥❡ #♦♥$ ♣❧✉# ❞❡# ❡♥$✐❡,#
✐♥❞✐F✉❛♥$ ❧❛ ❝❧❛##❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡$ xi ♣❛, πl✱ ♠❛✐# ❞❡# ❞✐#$,✐❜✉$✐♦♥# #✉, 1..K✳ ▲❛ #✐♠✐❧❛,✐$4 ❡♥$,❡ xi
❡$ xj ❡#$ ❛❧♦,# ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡# ♣,♦❜❛❜✐❧✐$4# F✉❡ ❝❡# ❞❡✉① ♦❜❥❡$# #♦✐❡♥$ ❞❛♥# ❧❛ ♠:♠❡ ❝❧❛##❡✳
▲❡✉, ♠❛$,✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲❛##♦❝✐❛$✐♦♥✱ ❡#$ ❞♦♥❝ ❜❛#4❡ #✉, ❧❡ ♠:♠❡ ♣,✐♥❝✐♣❡✱ ❡$ ,❡♣,4#❡♥$❡ 4❣❛❧❡♠❡♥$
✉♥❡ ♠4$❛✲♠❛$,✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐$4✱ F✉❡ ❧❡# ❛✉$❡✉,# ✉$✐❧✐#❡♥$ ♣♦✉, ♣,♦❞✉✐,❡ ❧❡✉, ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ✜♥❛❧❡
/ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ❛#❝❡♥❞❛♥$❡ ❤✐4,❛,❝❤✐F✉❡ ✉$✐❧✐#❛♥$ ❧❡ #❛✉$ ♠❛①✐♠✉♠✱
✸✵
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛& '❡❣'♦✉♣❡' ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ♦❜❥❡/& 0✉✐ ♥❡ &♦♥/ ♣❛& &✐♠✐❧❛✐'❡&✱ ❝♦♠♠❡ ♠❡&✉'❡ ❞❡
&✐♠✐❧❛'✐/4 ✐♥/❡'✲❝❧❛&&❡ ✭✈♦✐' ❙❡❝✳ ■✲✷✮✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉' ❧❡& ♠4/❤♦❞❡& ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❡/ ❞❡ ❝♦✲❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦✲
✐♥❢♦'♠❛/✐0✉❡ ❛ ♣'♦♣♦&4 ❞❡& ♠4/❤♦❞❡& ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❝♦♥&❡♥&✉&✳ @❛' ❡①❡♠♣❧❡✱
▼♦♥/✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ✉/✐❧✐&❡♥/ 4❣❛❧❡♠❡♥/ ✉♥❡ ♠❛/'✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲❛&&♦❝✐❛/✐♦♥✱ 0✉✬✐❧& ❛♣♣❡❧❧❡♥/ ❞✬❛✐❧❧❡✉'&
✏♠❛!'✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥-❡♥-✉-✑✱ ❡/ ❝♦♥&/'✉✐&❡♥/ ❧❡✉' ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ✜♥❛❧❡ F ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥
❛&❝❡♥❞❛♥/❡ ❤✐4'❛'❝❤✐0✉❡ ✉/✐❧✐&❛♥/ ❧❡ ❧✐❡♥ ♠♦②❡♥ ❝♦♠♠❡ ♠❡&✉'❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛'✐/4 ✐♥/❡'✲❝❧❛&&❡ ✭✈♦✐'
❙❡❝✳ ■✲✷✮✳
■✲✹✳✷ %❛'(✐(✐♦♥♥❡♠❡♥( ❞❡ ❣'❛♣❤❡2 ✐♥❞✉✐(2 ♣❛' ❧❡2 ❝❧❛22✐✜❝❛(✐♦♥2
■❧ ❡①✐&/❡ ❞✐✛4'❡♥/❡& ❛♣♣'♦❝❤❡& ✈✐&❛♥/ F /'♦✉✈❡' ✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❝♦♥&❡♥&✉&✱ ❜❛&4❡& &✉' ❧❡
♣❛'/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞❡ ❣'❛♣❤❡& ❝'44& F ♣❛'/✐' ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥& Π ✭❙/'❡❤❧ ❡/ ●❤♦&❤
✷✵✵✸✱ ❋❡'♥ ❡/ ❇'♦❞❧❡② ✷✵✵✹✮✳ ❆✉ /♦/❛❧✱ 0✉❛/'❡ ❣'❛♣❤❡& ❞✐✛4'❡♥/& ♣❡✉✈❡♥/ N/'❡ ❞4✜♥✐& F ♣❛'/✐'
❞✬✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥& ✭✈♦✐' ❋✐❣✳ ✽✮✱ ❡/ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡& ❣'❛♣❤❡& ♣❡✉/ N/'❡ ♣❛'/✐/✐♦♥♥4
❛✜♥ ❞✬♦❜/❡♥✐' ✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❝♦♥&❡♥&✉&✳ ❙/'❡❤❧ ❡/ ●❤♦&❤ ✭✷✵✵✸✮ ❞4✜♥✐&&❡♥/ ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥
♦❜❥❡❝/✐❢ F ♠❛①✐♠✐&❡'✱ 0✉✐ '❡♣'4&❡♥/❡ ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ✐♥❢♦'♠❛/✐♦♥& ♠✉/✉❡❧❧❡& ♥♦'♠❛❧✐&4❡& ❡♥/'❡
❧❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥& ❞❡ Π ❡/ ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❝♦♥&❡♥&✉&✳ ▲❡& ❛✉/❡✉'& ♣'♦♣♦&❡♥/ ❛❧♦'& /'♦✐& ❣'❛♣❤❡&
❞✐✛4'❡♥/&✱ ❡/ ❋❡'♥ ❡/ ❇'♦❞❧❡② ✭✷✵✵✹✮ ♣'♦♣♦&❡♥/ 0✉❛♥/ F ❡✉① ❧❛ ❝♦♥&/'✉❝/✐♦♥ ❞✬✉♥ 0✉❛/'✐Q♠❡
❣'❛♣❤❡ ❜✐♣❛'/✐✳
❈❙"❆
@♦✉' ❧❛ ♣'❡♠✐Q'❡ ♠4/❤♦❞❡✱ ♦♥ ❝♦♥&✐❞Q'❡ ❧❛ ♠❛/'✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲❛&&♦❝✐❛/✐♦♥B ❞4❝'✐/❡ ❞❛♥& ❧✬❊0✳ ✭✺✮✱
❡/ ♦♥ ❝'4❡ ❧❡ ❣'❛♣❤❡ ❜❛&4 &✉' ❧❡& ✐♥&/❛♥❝❡& &✉✐✈❛♥/ G1 ✏ ♣D1,A1" ❛✈❡❝ ✿
✌ D1 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& &♦♠♠❡/& ❞✉ ❣'❛♣❤❡ '❡♣'4&❡♥/❛♥/ ❧❡& η ✐♥&/❛♥❝❡& ❞❡ X✱
✌ ❡/ A1 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❛'N/❡& ♣♦♥❞4'4❡& ♣❛' ❧❡& &✐♠✐❧❛'✐/4& ❞❡ B✳
■❧ ❡&/ ❡♥&✉✐/❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬✉/✐❧✐&❡' ✉♥ ❛❧❣♦'✐/❤♠❡ ❞❡ ♣❛'/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞❡ ❣'❛♣❤❡ 0✉❡❧❝♦♥0✉❡ ♣♦✉'
♦❜/❡♥✐' ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳ ❉❛♥& ❙/'❡❤❧ ❡/ ●❤♦&❤ ✭✷✵✵✸✮✱ ❧❡& ❛✉/❡✉'& ✉/✐❧✐&❡♥/ ❧✬❛❧❣♦'✐/❤♠❡
❞❡ ♣❛'/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ▼❊❚■❙ ✭❑❛'②♣✐& ❡/ ❑✉♠❛' ✶✾✾✾✮✳ ❈❡//❡ ♠4/❤♦❞❡ ❡&/ ♥♦♠♠4❡ ❈❙@❆ ♣♦✉'
❈❧✉-!❡'✲❇❛-❡❞ ❙✐♠✐❧❛'✐!② 5❛'!✐!✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦'✐!❤♠ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐&✳
▼❈▲❆
@♦✉' ❧❛ ❞❡✉①✐Q♠❡ ♠4/❤♦❞❡✱ ♦♥ ❝♦♥&/'✉✐/ ✉♥ ❣'❛♣❤❡ &✉✐✈❛♥/ ❜❛&4 &✉' ❧❡& ❝❧❛&&❡& G2 ✏ ♣D2,A2"
❛✈❡❝ ✿
✌ D2 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& &♦♠♠❡/& ❞✉ ❣'❛♣❤❡ '❡♣'4&❡♥/❛♥/ ❧❡& ❝❧❛&&❡&✱
✌ ❡/ A2 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❛'N/❡& ♣♦♥❞4'4❡& ♣❛' ❧❡& ✐♥❞✐❝❡& ❞❡ ❏❛❝❝❛'❞ ❡♥/'❡ ❧❡& ❝❧❛&&❡&✳ ❖♥
'❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥/ ❝❛❧❝✉❧❡' ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛❝❝❛'❞✱ 0✉✐ ♠❡&✉'❡ ❧❛ &✐♠✐❧❛'✐/4 ❡♥/'❡ ❞❡✉① ❝❧❛&&❡&
ci, cj ✿ Jaccard♣ci,cj" ✏
⑥ci❳cj⑥
⑥ci❨cj⑥
✳
■❧ ❡&/ ❡♥&✉✐/❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬✉/✐❧✐&❡' ✉♥ ❛❧❣♦'✐/❤♠❡ ❞❡ ♣❛'/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞❡ ❣'❛♣❤❡ 0✉❡❧❝♦♥0✉❡ ♣♦✉'
♦❜/❡♥✐' ✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❡& ❝❧❛&&❡&✳ ▲❡& ♠4/❛✲❝❧❛&&❡& ✭❝❧❛&&❡& ❞❡ ❝❧❛&&❡&✮ ❛✐♥&✐ ♦❜/❡♥✉❡& ♣❡'✲
♠❡//❡♥/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡' ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛\♦♥ &✉✐✈❛♥/❡ ✿ ♣♦✉' ❝❤❛0✉❡ ♦❜❥❡/ xi✱ ✉♥ &❝♦'❡
❞✬❛♣♣❛'/❡♥❛♥❝❡ F ✉♥❡ ♠4/❛✲❝❧❛&&❡ ❡&/ ❝❛❧❝✉❧4❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❝❧❛&&❡& ❞❡ ❝❡//❡ ♠4/❛✲❝❧❛&&❡
♦] xi ❛♣♣❛'❛^/✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥/✱ ❝❡/ ♦❜❥❡/ ❡&/ ❛✛❡❝/4 F ❧❛ ♠4/❛✲❝❧❛&&❡ ❛②❛♥/ ♦❜/❡♥✉ ❧❡ ♣❧✉& ❣'❛♥❞
&❝♦'❡✳ ❈❡//❡ ♠4/❤♦❞❡ ❡&/ ♥♦♠♠4❡ ▼❈▲❆ ♣♦✉' ▼❡!❛✲❈▲✉-!❡'✐♥❣ ❆❧❣♦'✐!❤♠ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐&✳
✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✸✶
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
❍!●❆
▲❛ "#♦✐&✐'♠❡ ♠*"❤♦❞❡ ❡&" ❜❛&*❡ &✉# ❧❛ ❝♦♥&"#✉❝"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡#❣#❛♣❤❡ &✉✐✈❛♥" H3 ✏ ♣D3,A3"
❛✈❡❝ ✿
✌ D3 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& &♦♠♠❡"& ❞✉ ❣#❛♣❤❡ #❡♣#*&❡♥"❛♥" ❧❡& η ✐♥&"❛♥❝❡& ❞❡ X✱
✌ ❡" A3 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❤②♣❡#✲❛#:"❡& #❡♣#*&❡♥"❛♥" ❧❡& ❝❧❛&&❡&✳ <♦✉# ❝❤❛=✉❡ ❝❧❛&&❡ ❞❡ ❝❤❛=✉❡
❝❧❛&&✐✜❝❛"✐♦♥ πi ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ Π✱ ♦♥ ❝#*❡ ❧✬❤②♣❡#✲❛#:"❡ #❡❧✐❛♥" "♦✉"❡& ❧❡& ✐♥&"❛♥❝❡& =✉✬❡❧❧❡
❝♦♥"✐❡♥"✳
■❧ ❡&" ❡♥&✉✐"❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❝#*❡# ❧❛ ♣❛#"✐"✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡♥ ✉"✐❧✐&❛♥" ✉♥ ❛❧❣♦#✐"❤♠❡ ❞❡ ♣❛#"✐"✐♦♥♥❡♠❡♥"
❞✬❤②♣❡#✲❣#❛♣❤❡ =✉❡❧❝♦♥=✉❡✳ ❉❛♥& ❙"#❡❤❧ ❡" ●❤♦&❤ ✭✷✵✵✸✮✱ ❧❡& ❛✉"❡✉#& ✉"✐❧✐&❡♥" ❧✬❛❧❣♦#✐"❤♠❡
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♣$♦❜❧G♠❡ ❡-# ❝♦♥♥✉ -♦✉- ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣$♦❜❧G♠❡ ❞✬❛✛❡❝#❛#✐♦♥ ❡♥ $❡❝❤❡$❝❤❡ ♦♣/$❛#✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡# ✐❧
♣❡✉# I#$❡ $/-♦❧✉ ❡♥ #❡♠♣- ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛$ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡ ❤♦♥❣$♦✐- ✭❑✉❤♥ ✶✾✺✺✮✳ P❧✉- ❝♦♥❝$G#❡✲
♠❡♥#✱ ❝❡❧❛ $❡✈✐❡♥# 9 ♠❛①✐♠✐-❡$ ❧❡- #❡$♠❡- ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥ C✳
❋✐❣✉$❡ ✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛*+✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉2✐♦♥ C ♣♦✉+ N ✏ 30 ❡* K ✏ L ✏ 3✱ ❛✈❛♥* ❡* ❛♣+52 ♦♣*✐♠✐✲
2❛*✐♦♥ ♣❛+ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ❍♦♥❣+♦✐2✳
▲❛ ❋✐❣✳ ✾ $❡♣$/-❡♥#❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥ ♣♦✉$ N ✏ 10 ❡# K ✏ L ✏ 3✱ ❛✈❛♥#
♦♣#✐♠✐-❛#✐♦♥ ♣❛$ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡ ❍♦♥❣$♦✐- -✉$ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❡✱ ♣✉✐- ❛♣$G- ♦♣#✐♠✐-❛#✐♦♥ -✉$
❧❛ ♣❛$#✐❡ ❞$♦✐#❡✱ ♦T ❧❡- ❞❡✉① ♣$❡♠✐G$❡- ❝❧❛--❡- ♣$/❞✐#❡- ♦♥# /#/ ✐♥✈❡$-/❡-✱ ♣♦✉$ ♠❛①✐♠✐-❡$ ❧❡-
♣♦✐❞- -❡ #$♦✉✈❛♥# -✉$ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ C✳
❯♥ ❞❡- ✐♥#/$I#- ❞❡ ❧❛ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥ $/-✐❞❡ /❣❛❧❡♠❡♥# ❞❛♥- ❧❡ ❢❛✐# >✉✬❡❧❧❡ ♣$/-❡♥#❡ ❞❡
❢❛<♦♥ -②♥#❤/#✐>✉❡ ❧❡- ❡$$❡✉$- ❞❡ ❧❛ ❝❧❛--✐✜❝❛#✐♦♥ ♣$♦❞✉✐#❡
✺
✳ ❖♥ ✈❡$$❛ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♠♠/❞✐❛✲
#❡♠❡♥# -✐ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡ ❛ #❡♥❞❛♥❝❡ 9 ❝$/❡$ ❞❡- ❝❧❛--❡- ❞/-/>✉✐❧✐❜$/❡-✱ ♦✉ -✬✐❧ ❛ #❡♥❞❛♥❝❡ 9 ❜✐❡♥
-❛✈♦✐$ -/♣❛$❡$ ❝❡$#❛✐♥❡- ❝❧❛--❡- ♠❛✐- ❡♥ ❝♦♥❢♦♥❞ ❞✬❛✉#$❡-✳
■✲✺✳✷ ▲❛ ♣()❝✐,✐♦♥ ♠✐❝(♦✲♠♦②❡♥♥)❡
▲❛ ♣$/❝✐-✐♦♥ ♠✐❝$♦✲♠♦②❡♥♥/❡ ❝♦$$❡-♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦✉$❝❡♥#❛❣❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥#- ❝♦$$❡❝#❡♠❡♥# ❝❧❛-✲
-✐✜/-✱ ❡# ❡❧❧❡ ❡-# ❣/♥/$❛❧❡♠❡♥# ✉#✐❧✐-/❡ ♣♦✉$ /✈❛❧✉❡$ #♦✉- #②♣❡- ❞❡ #V❝❤❡- ❞✬❛♣♣$❡♥#✐--❛❣❡✱ ❛✉--✐
❜✐❡♥ ❞❛♥- ✉♥ ❝♦♥#❡①#❡ -✉♣❡$✈✐-/✱ >✉✬❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥/❡-✱ ❡# /❣❛❧❡♠❡♥# ❡♥ ❝❧❛--✐✜❝❛#✐♦♥ ✭❉❤✐❧✲
❧♦♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✸✱ ▲♦♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✳ ❙❛ ❢♦$♠✉❧❡ ❡-# ❧❛ -✉✐✈❛♥#❡ ✿
✺✳ ❆ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ 4✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❧❛88❡8 8♦✐% &❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ 4✉✐ ❡8% ❧❡ ❝❛8 ❞❛♥8 ❧❛ ♣❧✉♣❛&% ❞❡8
❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥8✳
✸✻
❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%
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▲❛ ♣#$❝✐'✐♦♥ ♠✐❝#♦✲♠♦②❡♥♥$❡ ❡'. ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ❝♦♠♣#✐'❡ ❡♥.#❡ ✵ ❡. ✶✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ✶ '✐
❧❛ ♠❛.#✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉'✐♦♥ ❡'. ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡. ♣❛# ❝♦♥'$8✉❡♥. ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛.✐♦♥ ♣❛#❢❛✐.❡✳
❈❡..❡ ♠❡'✉#❡ ❡'. ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉.✐❧✐'$❡ ❝❛# ❡❧❧❡ ❡'. .#=' ✐♥.✉✐.✐✈❡✱ ♠❛✐' ❡❧❧❡ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥. ✉♥ ❞$❢❛✉.
♠❛❥❡✉# ✿ ❡❧❧❡ ♣❡✉. ♣♦.❡♥.✐❡❧❧❡♠❡♥. ❞♦♥♥❡# ✉♥❡ ❢❛✉''❡ ✐♠♣#❡''✐♦♥ ❞❡ 8✉❛❧✐.$ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛.✐♦♥✳
❈♦♥❝#=.❡♠❡♥.✱ ❜✐❡♥ 8✉❡ '❛ ✈❛❧❡✉# ♠✐♥✐♠❛❧❡ .❤$♦#✐8✉❡ '♦✐. ✵✱ A ♣❛#.✐# ❞✉ ♠♦♠❡♥. ♦B ❧✬❛❧❣♦✲
#✐.❤♠❡ ❍♦♥❣#♦✐' ❡'. ✉.✐❧✐'$ ♣♦✉# ♦♣.✐♠✐'❡# ❧❛ ♠❛.#✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉'✐♦♥ ❛✈❛♥. ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Pr✱ ❡❧❧❡
♥❡ ♣♦✉##❛ ♣❛' E.#❡ ✐♥❢$#✐❡✉#❡ A
maxi 1..K ⑤Xi⑤
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✳ ❈❡ ❞$❢❛✉. '❡#❛ ❞✬❛✉.❛♥. ♣❧✉' ❣E♥❛♥. ❞❛♥' ❧❡ ❝❛'
❞✬✉♥ ♣#♦❜❧=♠❡ ♦B ❧❡' ❝❧❛''❡' ♥❡ '♦♥. ♣❛' $8✉✐❧✐❜#$❡'✳ ❙✐ ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣❧✉' ❣#❛♥❞❡ ❝❧❛''❡ ❞✬✉♥
♣#♦❜❧=♠❡ ❝♦♥.✐❡♥. 80% ❞❡' ♦❜❥❡.'✱ ❛❧♦#' ✉♥ ❛❧❣♦#✐.❤♠❡ 8✉✐ ❝♦♥'.#✉✐#❛✐. ✉♥❡ ❝❧❛''❡ ❝♦♥.❡♥❛♥.
.♦✉' ❧❡' ♦❜❥❡.' ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥$❡'✱ ♦❜.✐❡♥❞#❛ ✉♥❡ ♣#$❝✐'✐♦♥ ♠✐❝#♦✲♠♦②❡♥♥$❡ ❞❡ 80%✳
■✲✺✳✸ ▲✬✐♥❢♦+♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦+♠❛❧✐23❡
▲✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ✭❇❛♥❡#❥❡❡ ❡. ●❤♦'❤ ✷✵✵✷✱ ❙.#❡❤❧ ❡. ●❤♦'❤ ✷✵✵✸✮✱ ❡'. ✉♥
♣❡✉ ♠♦✐♥' ✐♥.✉✐.✐✈❡ 8✉❡ ❧❛ ♣#$❝✐'✐♦♥ ♠✐❝#♦✲♠♦②❡♥♥$❡✱ ♠❛✐' ♥✬❛ ♣❛' '❡' ❞$❢❛✉.'✳ ❊❧❧❡ '❡ ❝❛❧❝✉❧❡
A ♣❛#.✐# ❞❡ ❧❛ ♠❛.#✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛O♦♥ '✉✐✈❛♥.❡ ✿
NMI♣C! ✏
➦K
i✏1
➦K
j✏1 cij log
✁
cij
ci: c:j
✠
❜
♣
➦K
i✏1 ci: log♣
ci:
N
!! ♣
➦K
j✏1 c:j log♣
c:j
N
!!
▲✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ❡'. ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ❝♦♠♣#✐'❡ ❡♥.#❡ ✵ ❡. ✶ $❣❛❧❡♠❡♥.✱ ♠❛✐' 8✉✐
❡❧❧❡ ♥❡ ♥$❝❡''✐.❡ ♣❛' ❧✬♦♣.✐♠✐'❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛.#✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉'✐♦♥ ♣❛# ❧✬❛❧❣♦#✐.❤♠❡ ❍♦♥❣#♦✐'✳ ❊.
❝♦♥.#❛✐#❡♠❡♥. A ❧❛ ♣#$❝✐'✐♦♥ ♠✐❝#♦✲♠♦②❡♥♥$❡✱ ❧✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛'✲
'✐✜❝❛.✐♦♥ ❛❧$❛.♦✐#❡ ✈❛✉. ✵✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉# ✶ ❡'. $❣❛❧❡♠❡♥. ❛..❡✐♥.❡ ♣♦✉# ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛.✐♦♥ ♣❛#❢❛✐.❡✱
8✉❛♥❞ C ❡'. ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳
▲✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ❝♦##❡'♣♦♥❞ A ❧✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ❡♥.#❡ ❧❛ ❞✐'.#✐❜✉✲
.✐♦♥ ❞❡' ❝❧❛''❡' ♣#$❞✐.❡' ❡. ❞❡' ❝❧❛''❡' #$❡❧❧❡'✱ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ♣❛# ❧❡ ♣#♦❞✉✐. ❞❡' ❡♥.#♦♣✐❡' ❞❡ ❝❡'
❞✐'.#✐❜✉.✐♦♥'✳ P♦✉# ❞❡✉① ❞✐'.#✐❜✉.✐♦♥' X ❡. Y ✱ ♦♥ ❧❛ .#♦✉✈❡ ❧❡ ♣❧✉' '♦✉✈❡♥. ♥♦.$❡ ❝♦♠♠❡ '✉✐. ✿
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❛✈❡❝ ■ ❞$'✐❣♥❛♥. ❧✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ❡. ❍ ❞$'✐❣♥❛♥. ❧✬❡♥.#♦♣✐❡✳
■✲✺✳✹ ▲✬❡♥.+♦♣✐❡
▲✬❡♥.#♦♣✐❡ ❡'. ✉♥❡ ♠❡'✉#❡ ❧✐$❡ A ❧✬✐♥❝❡#.✐.✉❞❡✱ 8✉❡ ❧✬♦♥ ❛''♦❝✐❡ ❞❛♥' ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉① ❝♦♥.❡①.❡'✱
A ✉♥❡ 8✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞✉ ❞$'♦#❞#❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉. ❛✐♥'✐ E.#❡ ✉.✐❧✐'$❡ ♣♦✉# ♠❡'✉#❡# ❧❡ ❞$'♦#❞#❡ ❞❛♥'
❧❡' ❝❧❛''❡' ♣#$❞✐.❡'✱ ❡♥.#❡ ❧❡' ♦❜❥❡.' ❞❡' ❝❧❛''❡' #$❡❧❧❡' ✭❇✐❝❦❡❧ ❡. ❙❝❤❡✛❡# ✷✵✵✺✱ ❉#♦'. ❡! ❛❧✳
✷✵✵✻✮✳ ❊♥ ♣#❛.✐8✉❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡♥.#♦♣✐❡ ❞❡' ❝❧❛''❡' #$❡❧❧❡' ❛✉ '❡✐♥ ❞❡' ❝❧❛''❡' ♣#$❞✐.❡'✱ A ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ '✉✐✈❛♥.❡ ✿
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▲✬❡♥$%♦♣✐❡ ♣♦✉% ✉♥❡ ♠❛$%✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉/✐♦♥ ❡/$ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉% ❡♥$%❡ ✵ ❡$ log♣K!✱ ❡$ ♥❡ ♥4❝❡//✐$❡ ♣❛/
♥♦♥ ♣❧✉/ ❧✬♦♣$✐♠✐/❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛$%✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉/✐♦♥ ♣❛% ❧✬❛❧❣♦%✐$❤♠❡ ❍♦♥❣%♦✐/✳ ❈♦♥$%❛✐%❡♠❡♥$
❛✉① ❞❡✉① ♠❡/✉%❡/ ♣%4❝4❞❡♥$❡/✱ ♦♥ ❝❤❡%❝❤❡ ; ❧❛ ♠✐♥✐♠✐/❡% ❝❛% ✵ %❡♣%4/❡♥$❡ ❧❛ ❝❧❛//✐✜❝❛$✐♦♥
♣❛%❢❛✐$❡✱ ♣♦✉% ❧❛=✉❡❧❧❡ ❧❡/ ❝❧❛//❡/ ♣%4❞✐$❡/ /♦♥$ ♣✉%❡/✳
❉❡ ❢❛?♦♥ ✐♥$✉✐$✐✈❡✱ ❧✬❡♥$%♦♣✐❡ ❡/$ ❛❧♦%/ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐$/ ♥4❝❡//❛✐%❡ ♣♦✉% ❡♥❝♦❞❡% ❧❛
❝❧❛//❡ %4❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡$ ; ♣❛%$✐% ❞❡ /❛ ❝❧❛//❡ ♣%4❞✐$❡✳
■✲✺✳✺ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❛❥✉/01
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛%❡% ❞❡✉① ♣❛%$✐$✐♦♥/ ❡♥$%❡ ❡❧❧❡/✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ✭❍✉❜❡%$ ❡$ ❆%❛❜✐❡ ✶✾✽✺✮
❝♦♥/✐❞K%❡ ❧❡/ ♦❜❥❡$/ ♣❛% ♣❛✐%❡✱ ❡$ %4♣❛%$✐$ /❡/ ♣❛✐%❡/ ❡♥ =✉❛$%❡ ❡♥/❡♠❜❧❡/ ✿
✌ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛✐%❡/ ❞✬♦❜❥❡$/ =✉✐ /♦♥$ ❞❛♥/ ❧❛ ♠M♠❡ ❝❧❛//❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ❞❡✉① ♣❛%$✐$✐♦♥/✱
❞♦♥$ ❧❡ ❝❛%❞✐♥❛❧ ❡/$ ♥♦$4 N11 ❀
✌ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛✐%❡/ ❞✬♦❜❥❡$/ =✉✐ /♦♥$ ❞❛♥/ ❞❡/ ❝❧❛//❡/ ❞✐✛4%❡♥$❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❞❡✉① ♣❛%$✐✲
$✐♦♥/✱ ❞♦♥$ ❧❡ ❝❛%❞✐♥❛❧ ❡/$ ♥♦$4 N00 ❀
✌ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛✐%❡/ ❞✬♦❜❥❡$/ =✉✐ /♦♥$ ❞❛♥/ ❧❛ ♠M♠❡ ❝❧❛//❡ ❞❛♥/ ❧❛ ♣%❡♠✐K%❡ ♣❛%$✐$✐♦♥✱
❡$ ❞❛♥/ ❞❡/ ❝❧❛//❡/ ❞✐✛4%❡♥$❡/ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝♦♥❞❡✱ ❞♦♥$ ❧❡ ❝❛%❞✐♥❛❧ ❡/$ ♥♦$4 N10 ❀
✌ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛✐%❡/ ❞✬♦❜❥❡$/ =✉✐ /♦♥$ ❞❛♥/ ❞❡/ ❝❧❛//❡/ ❞✐✛4%❡♥$❡/ ❞❛♥/ ❧❛ ♣%❡♠✐K%❡
♣❛%$✐$✐♦♥✱ ❡$ ❞❛♥/ ❧❛ ♠M♠❡ ❝❧❛//❡ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝♦♥❞❡✱ ❞♦♥$ ❧❡ ❝❛%❞✐♥❛❧ ❡/$ ♥♦$4 N01✳
▲❡/ ❞❡✉① ♣%❡♠✐K%❡/ ✈❛❧❡✉%/ N11✱ N00 ♣❡%♠❡$$❡♥$ ✐♥$✉✐$✐✈❡♠❡♥$ ❞❡ =✉❛♥$✐✜❡% ❧✬❛❝❝♦%❞ ❡♥$%❡ ❧❡/
❞❡✉① ♣❛%$✐$✐♦♥/✱ $❛♥❞✐/ =✉❡ ❧❡/ ❞❡✉① /✉✐✈❛♥$❡/ N10✱ N01 =✉❛♥$✐✜❡♥$ ❛✉ ❝♦♥$%❛✐%❡ ❧❡ ❞4/❛❝❝♦%❞
❡♥$%❡ ❝❡/ ❞❡✉① ♣❛%$✐$✐♦♥/✳
❆ ♣❛%$✐% ❞❡ ❝❡/ =✉❛♥$✐$4/✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❡/$ ❞4✜♥✐ ❝♦♠♠❡ /✉✐$ ✿
Rand ✏
N11 $N00
N11 $N00 $N10 $N01
❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❜✐❡♥ =✉❡ ❝❡$$❡ ♠❡/✉%❡ /♦✐$ ❝♦♠♣%✐/❡ ❡♥$%❡ ✵ ❡$ ✶✱ ❍✉❜❡%$ ❡$ ❆%❛❜✐❡ ✭✶✾✽✺✮ %❡✲
♠❛%=✉❡♥$ =✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ✵ ♥✬❡/$ ❛$$❡✐♥$❡ =✉❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❡①$%M♠❡ ♦Q ❧✬✉♥❡ ❞❡/ ♣❛%$✐$✐♦♥/ ❡/$
❝♦♠♣♦/4❡ ❞✬✉♥❡ /❡✉❧❡ ❝❧❛//❡ ❝♦♥$❡♥❛♥$ $♦✉/ ❧❡/ ♦❜❥❡$/✱ ❡$ ❧❛ /❡❝♦♥❞❡ ♣❛%$✐$✐♦♥ ❡/$ ❝♦♠♣♦/4❡
❞✬❛✉$❛♥$ ❞❡ ❝❧❛//❡/ =✉❡ ❞✬♦❜❥❡$/✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ✐❧/ ♥♦$❡♥$ =✉❡ ❧♦%/=✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛%❡ ❞❡✉① ♣❛%$✐✲
$✐♦♥/ ❛❧4❛$♦✐%❡/ ❞❡/ ♦❜❥❡$/✱ ❧❡/ ✈❛❧❡✉%/ ♣%✐/❡/ ♣❛% ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ /♦♥$ $%K/ ✈❛%✐❛❜❧❡/✱ ❡$ /♦♥$
%❛%❡♠❡♥$ ♣%♦❝❤❡/ ❞❡ ✵✱ ❝❡ =✉✐ /❡%❛✐$ /♦✉❤❛✐$❛❜❧❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦%%✐❣❡% ❝❡ ♣%♦❜❧K♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞✱ ❍✉❜❡%$ ❡$ ❆%❛❜✐❡ ✭✶✾✽✺✮ ♣%♦♣♦/❡♥$ ❛❧♦%/
❞❡ ❧❡ ❝♦%%✐❣❡% ♣♦✉% ♠✐❡✉① ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧❛ ✓ ❝❤❛♥❝❡ ✔ ❞❛♥/ ❧❛ ❝❧❛//✐✜❝❛$✐♦♥✱ ❡♥ ❢❛✐/❛♥$
❧✬❤②♣♦$❤K/❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐/$%✐❜✉$✐♦♥ ❤②♣❡%❣4♦♠4$%✐=✉❡ ❞❡/ ❞♦♥♥4❡/✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥❞❡① ❝♦%%✐❣4 ❡/$
❛♣♣❡❧4 ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❛❥✉/$4✱ ♦✉ ❆❘■ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐/ ❆❞❥✉$%❡❞ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❡$ /❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ; ♣❛%$✐%
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❧♦♣♣3 ♣❛& ❇✐$$♦♥ ❡2 ❍✉$$❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ♣.♦♣♦)/ ❞❡) ❛♠/❧✐♦.❛5✐♦♥) 6✉✐ ❝♦♥❝❡.♥❡♥5
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:✉✬✉♥ ♣❛&❛♠<,&❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡. ♠❛,&✐❝❡. ❞❡ .✐♠✐❧❛&✐,-. ♣♦✉&&❛ =,&❡ ❞-✜♥✐ ✉♥❡ ❢♦✐. :✉❡
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❝❡ C✉✐ ✐♠♣❧✐C✉❡ C✉❡ ❧❡1 ♠❛&+✐❝❡1 ❞❡ 1✐♠✐❧❛+✐&,1 ✓ ❝♦♥1❡♥1✉1 ✔ Sˆi ♥✬,✈♦❧✉❡♥& ♣❧✉1✳ ■♥✈❡+1❡♠❡♥&✱
♣♦✉+ α ✏ 1✱ ❝✬❡1& ❧❛ ♠❛&+✐❝❡ ❞❡ 1✐♠✐❧❛+✐&, ✓ ❝♦♥1❡♥1✉1 ✔ ❞❡ ❧✬✐&,+❛&✐♦♥ ♣+,❝,❞❡♥&❡ C✉✐ 1❡+❛
✐❣♥♦+,❡✱ ❡& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❆❣❣ 1❡+❛ ❛❧♦+1 ,❣❛❧❡ D ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣+,❣❛&✐♦♥ ,❧,♠❡♥&❛✐+❡ ❋✳
❆✜♥ ❞✬♦❜&❡♥✐+ ✉♥ ❝♦♠♣♦+&❡♠❡♥& ♣❧✉1 ✐♥&,+❡11❛♥& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐&❤♠❡▼❱❙✐♠✱ ✐❧ ❡1& ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡
❢❛✐+❡ ❡♥ 1♦+&❡ C✉❡ ❝❡ ♣❛+❛♠I&+❡ α 1♦✐& ❞②♥❛♠✐C✉❡✱ ✐✳❡✳ C✉✬✐❧ ❞,♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐&,+❛&✐♦♥ ❝♦✉+❛♥&❡ t✱ ♦♥
❧❡ ♥♦&❡+❛ ❞♦♥❝ α♣t&✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❞,❝+✐& ❧❡ ❝♦♠♣♦+&❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣+,❣❛&✐♦♥
♣♦✉+ ❞❡1 ✈❛❧❡✉+1 ❡①&+O♠❡1 ❞❡ α✱ ❡& 1✐ ♥♦✉1 1♦✉❤❛✐&♦♥1 C✉❡▼❱❙✐♠ ❝♦♥✈❡+❣❡✱ ♥♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❢❛✐+❡
❞,❝+♦F&+❡ α ❛✈❡❝ t✳ ▲❛ ❢❛P♦♥ ❧❛ ♣❧✉1 ♥❛&✉+❡❧❧❡ ❞✬♦❜&❡♥✐+ ❝❡ ❝♦♠♣♦+&❡♠❡♥& ❡1& ❞❡ ❞,✜♥✐+ λ ) *0,1*
✉♥ ♣❛+❛♠I&+❡ ❞✬❛♠♦+&✐11❡♠❡♥&✱ ❡& ❞❡ ✜①❡+ α♣t& ✏ λt✁1✳ ❆✐♥1✐✱ ♣❡♥❞❛♥& ❧❛ ♣+❡♠✐I+❡ ✐&,+❛&✐♦♥
✭t ✏ 1✮✱ ❧❛ ♠❛&+✐❝❡ ❝♦♥1❡♥1✉1 Sˆ
♣1$
i 1❡+❛ 1✐♠♣❧❡♠❡♥& ,❣❛❧❡ ❛✉ +,1✉❧&❛& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ,❧,♠❡♥&❛✐+❡
✻✽
❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠
❞✬❛❣$%❣❛&✐♦♥ ❋♣S
♣1!
i !✳ +✉✐- ❛✉ ❝♦✉$- ❞❡- ✐&%$❛&✐♦♥- ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐&❤♠❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞- ✈❛ ♣$♦❣$❡--✐✈❡♠❡♥&
❣❧✐--❡$ ✈❡$- ❧❛ ♠❛&$✐❝❡ ❞❡ -✐♠✐❧❛$✐&% ✓ ❝♦♥-❡♥-✉- ✔ ♣$%❝%❞❡♥&❡✱ ✐♠♣❧✐8✉❛♥& ❧❛ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦$✐&❤♠❡✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✶✾ ✐❧❧✉-&$❡ ❧✬%✈♦❧✉&✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥& ✶✻ ✐&%$❛&✐♦♥- ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐&❤♠❡✱ ❞❡- ♣♦✐❞-
α♣t! ❡& 1✁ α♣t! ♣♦✉$ λ ✏ 0.8✳ ▲✬❊8✳ ✭✶✾✮ ❣%♥%$✐8✉❡ ❞❡✈✐❡♥& ❛❧♦$- ✿
Sˆ
♣t!
i ✏ ♣1✁ λ
t✁1
! Sˆ
♣t✁1!
i $ λ
t✁1
❋♣S
♣t!
i ! ✭✷✵✮
1 2 3 4
5
6
7
8 9 10 11 12 13 14 15 16
Itération t
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
λ=0.8
α(t)
1−α(t)
❋✐❣✉$❡ ✶✾ ✕ ➱✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡- ♣♦✐❞- α♣t! ❡( 1✁ α♣t! ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ t✱ ♣♦✉2 α♣t! ✏ λt✁1✳
❯♥ ❛✉&$❡ -❝❤%♠❛ ♣♦✉$ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣$%❣❛&✐♦♥ ❛ %&% ❡♥✈✐-❛❣%✱ 8✉✐ ❝♦$$❡-♣♦♥❞ ♠✐❡✉① G ✉♥
❛♠♦$&✐--❡♠❡♥& ❞❡- ❝❤❡♠✐♥- ❞✬♦$❞$❡- -✉♣%$✐❡✉$-✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉$ ❧♦♥❣✉❡✉$ ✭✈♦✐$ ❧❛ ❙❡❝ ■■✲✸✳✷
-✉$ ❧❡- ❝❤❡♠✐♥- $❡❞♦♥❞❛♥&- ❡& ❧✬❛♠♦$&✐--❡♠❡♥& ♣♦✉$ χ✲❙✐♠✮ ❡& 8✉✐ ❞♦♥♥❡✱ -❛♥- ♥♦$♠❛❧✐-❛&✐♦♥ ✿
Sˆ
♣t!
i ✏
t
➳
t✶✏1
λt
✶
✁1
❋♣S
♣t✶!
i !
✏ Sˆ
♣t✁1!
i $ λ
t✁1
❋♣S
♣t!
i !
❙✬✐❧ ❧✬♦♥ ✈❡✉& ♥♦$♠❛❧✐-❡$ ❧❡- ✈❛❧❡✉$- ❞❡ -✐♠✐❧❛$✐&%- ❡♥&$❡ ✵ ❡& ✶✱ ♦♥ ♣❡✉& ✉&✐❧✐-❡$ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡
-✉✐✈❛♥&❡ ✿
Sˆ
♣t!
i ✏
Sˆ
♣t✁1!
i $ λ
t✁1
❋♣S
♣t!
i !
1$ λt✁1
✭✷✶✮
❝❡ 8✉✐ ❝♦$$❡-♣♦♥❞✱ -❡❧♦♥ ❧✬%8✉❛&✐♦♥ ❣%♥%$✐8✉❡ ♣♦✉$ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣$%❣❛&✐♦♥ ✭✶✾✮✱ G ♣$❡♥❞$❡
α♣t! ✏ λ
t✁1
1$λt✁1
✳ ❆✈❡❝ ❝❡ -❝❤%♠❛ ❧G✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♣❡✉& %❣❛❧❡♠❡♥& M&$❡ ❣❛$❛♥&✐❡ -✐ λ ❛♣♣❛$✲
&✐❡♥& G ❧✬✐♥&❡$✈❛❧❧❡ %0,1%✱ ❝❛$ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❋ ❡-& ❜♦$♥%❡ ❡& ❧❡ ❢❛❝&❡✉$ ❞✬❛♠♦$&✐--❡♠❡♥& λt✁1 ❡-&
❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥& ❞%❝$♦✐--❛♥&✳
✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✻✾
❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠
❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ♥♦✉+ ✉'✐❧✐+❡,♦♥+ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥ +♦✐' ❧✬❊4✳ ✭✷✵✮ +♦✐' ❧✬❊4✳ ✭✷✶✮ ❞❛♥+
❧❛ ♣❛,'✐❡ ❡①♣2,✐♠❡♥'❛❧❡ ❛✉ ❈❤❛♣✳ ■❱✱ ❡' ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬✐'2,❛'✐♦♥+ TMV ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ▼❱❙✐♠
+❡,❛ ❣2♥2,❛❧❡♠❡♥' ✜①2 ❡♥',❡ ✶✵ ❡' ✷✵✳ ◗✉❛♥' ❛✉ ❝,✐'D,❡ ❞✬❛,,E'✱ ✐❧ ❝♦♥+✐+'❡ F ❝♦♠♣❛,❡, ❧❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡+ ♥♦,♠❡+ ❞❡ ❋,♦❜❡♥✐✉+ ❞❡+ ❞✐✛2,❡♥❝❡+ ❡♥',❡ ❧❡+ ♠❛',✐❝❡+ ❞❡ +✐♠✐❧❛,✐'2 ✓ ❝♦♥+❡♥+✉+ ✔
❞❡ ❧✬✐'2,❛'✐♦♥ ❝♦✉,❛♥'❡ ❡' ♣,2❝2❞❡♥'❡✱ ♣❛, ,❛♣♣♦,' F ✉♥ ♣❛,❛♠D',❡ ǫ ✜①2✳ J❧✉+ ❢♦,♠❡❧❧❡♠❡♥'✱
♥♦✉+ ♥♦♠♠♦♥+ ❝❡''❡ 4✉❛♥'✐'2 d♣t!✱ ❡' ♥♦✉+ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧♦♥+ ❝♦♠♠❡ +✉✐' ✿
d♣t! ✏ max
1↕i↕N
‖Sˆ
♣t!
i ✁ Sˆ
♣t✁1!
i ‖2 ✭✷✷✮
❆✐♥+✐✱ +✐ '♦✉'❡+ ❧❡+ ♠❛',✐❝❡+ ❞❡ +✐♠✐❧❛,✐'2 ✓ ❝♦♥+❡♥+✉+ ✔ +♦♥' +'❛❜❧❡+✱ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ♣❡✉' +✬❛,,E'❡,✳
■■■✲✺ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡
◆♦✉+ ❞♦♥♥♦♥+ ❞❛♥+ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ✹ ❧❡ ♣+❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♣♦✉, ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ ▲✬2'❛♣❡ ❞❡
+❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡+ p% ❞❡+ +✐♠✐❧❛,✐'2+ ❧❡+ ♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡+ ♥✬❡+' ❞♦,2♥❛✈❛♥' ♣❧✉+ ,2❛❧✐+2❡ ♣❛, ❧❡+ ✐♥+'❛♥❝❡+
❞❡ χ✲❙✐♠✱ ♠❛✐+ ❛♣,D+ ❧✬2'❛♣❡ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❛ +✐♠✐❧❛,✐'2 ❡♥',❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡'+ ♣❡✉' E',❡
❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥+ ✉♥❡ ✈✉❡✱ ♠❛✐+ +✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡+' ♣❛+ ❧❡ ❝❛+ ❞❛♥+ ❧❡+ ❛✉',❡+ ✈✉❡+✱ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ +♦✉+✲
❡+'✐♠❡,❛✐' ❝❡''❡ ✈❛❧❡✉,✳ ❆✐♥+✐✱ ❝✬❡+' +❡✉❧❡♠❡♥' +✐ ✉♥❡ +✐♠✐❧❛,✐'2 ❡+' ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥+ ❧❛ ♠❛',✐❝❡ ❞❡
+✐♠✐❧❛,✐'2 ✓ ❝♦♥+❡♥+✉+ ✔ 4✉✬❡❧❧❡ +❡,❛ +✉+❝❡♣'✐❜❧❡ ❞✬E',❡ ♠✐+❡ F ③2,♦✳
J❛, ❛✐❧❧❡✉,+✱ ♦♥ ♣❡✉' ❝♦♥+✐❞2,❡, 4✉❡ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡▼❱❙✐♠ ❡+' ✉♥❡ ❣2♥2,❛❧✐+❛'✐♦♥ ♠✉❧'✐✈✉❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝♦♥+✐❞2,♦♥+ 4✉❡M ✏ 1 ❡' 4✉❡ N ✏ 2✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐, 4✉✬✉♥❡ +❡✉❧❡
✈✉❡ ❞2❝,✐✈❛♥' ❧❛ ,❡❧❛'✐♦♥ ❡♥',❡ ❞❡✉① '②♣❡+ ❞✬♦❜❥❡'+✳ ■❧ +✉✣' ❞❡ ✜①❡, TMV ✏ T ✱ α♣t# ✏ 1✱ ❡' ❞❡
❝♦♥+✐❞2,❡, 4✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ 2❧2♠❡♥'❛✐,❡ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥ ❋ ❞✬✉♥❡ +❡✉❧❡ ♠❛',✐❝❡✱ ,❡♥✈♦✐❡ +✐♠♣❧❡♠❡♥'
❝❡''❡ ♠❛',✐❝❡ '❡❧ 4✉❡❧✳ ❉❛♥+ ❝❡ ❝❛+ ❛❧♦,+✱ ♦♥ ,❡',♦✉✈❡ ❡①❛❝'❡♠❡♥' ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ J♦✉,
❛❧❧❡, ♣❧✉+ ❧♦✐♥✱ ♦♥ ♣❡✉' ,❡♣,❡♥❞,❡ ❧❡+ ❝♦♥❞✐'✐♦♥+ ♣,2❝2❞❡♥'❡+ ❛✉①4✉❡❧❧❡+ ♦♥ ,❡'✐,❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥
+✉, α♣t#✱ ❡' ♦♥ ,❡',♦✉✈❡ ❧✬✐❞2❡ ❞2✈❡❧♦♣♣2❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❙❡❝✳ ■■✲✸✳✷ ♣♦✉, ✐♥',♦❞✉✐,❡ ❞❡ ❧✬❛♠♦,'✐++❡♠❡♥'
❞❛♥+ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠✳
■■■✲✻ ❈♦♠♣❧❡①✐)1 ❡) ♣❛'❛❧❧1❧✐3❛)✐♦♥
❉❛♥+ ❝❡''❡ +❡❝'✐♦♥✱ ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+ 2'✉❞✐❡, ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡' ♣,2+❡♥'❡,
❝♦♠♠❡♥' ✐❧ ❡+' ♣♦++✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐'❡, ❧❡+ ❛,❝❤✐'❡❝'✉,❡+ ♠❛'2,✐❡❧❧❡+ F ♠✉❧'✐♣❧❡+ ♥Y✉❞+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 4✉✐
❞❡✈✐❡♥♥❡♥' ❞❡ ♣❧✉+ ❡♥ ♣❧✉+ ❝♦✉,❛♥'❡+✱ ❛✜♥ ❞❡ ,2♣❛,'✐, ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❡' ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❡, ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2
❡♥ '❡♠♣+ ❡' ❡♥ ❡+♣❛❝❡✳ J❛, ♥Y✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉+ ❡♥'❡♥❞♦♥+ +♦✐' ✉♥ ♣,♦❝❡++❡✉,✱ +♦✐' ❧❡ ❝Y✉,
❞✬✉♥ ♣,♦❝❡++❡✉,✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ ✐♥'2,❡++❡,♦♥+ F ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❛✉ ',❛✐'❡♠❡♥' ❞❡
♠❛',✐❝❡+ ❞❡ ❣,❛♥❞❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐'❛♥' ❝❡''❡ ♣,♦♣,✐2'2 ❞❡ ♣❛,❛❧❧2❧✐+❛'✐♦♥✳
■■■✲✻✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐-. ❞❡ ❧✬❛❧❣♦3✐-❤♠❡ ▼❱❙✐♠
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡+' 2✈✐❞❡♠♠❡♥' ❧✐2❡ F ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 ❞❡+ ❜,✐4✉❡+ ❞❡
❜❛+❡ ❞♦♥' ✐❧ ❡+' ❝♦♠♣♦+2✱ F +❛✈♦✐, ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ ❡' ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥ ❆❣❣✳ ❉❛♥+
✉♥ ♣,❡♠✐❡, '❡♠♣+✱ ❝♦♥+✐❞2,♦♥+ 4✉❡ ❧❡+ M ♠❛',✐❝❡+ ❞❡ ,❡❧❛'✐♦♥+ +♦♥' '♦✉'❡+ ❞❡ '❛✐❧❧❡ η ✂ η✳
◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ❞2❥F ✈✉ ❞❛♥+ ❞❛♥+ ❧❛ ❙❡❝✳ ■■✲✷✳✸✱ 4✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 '❡♠♣♦,❡❧❧❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡+' ❞❛♥+
❝❡ ❝❛+ ❡♥ O♣η3#✱ ❡' +❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 +♣❛'✐❛❧❡ ❡+' ❡♥ O♣η2#✳ ▲❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥ ❛ 4✉❛♥' F
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❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*+ *❡♠♣♦,❡❧❧❡ ❡* -♣❛*✐❛❧❡ ❡♥ O♣η2!✱ ♣❡✉ ✐♠♣♦,*❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❋ ❝❤♦✐-✐❡ ♣❛,♠✐
❝❡❧❧❡- ♣,♦♣♦-+❡- ♣,+❝+❞❡♠♠❡♥*✳
❆✐♥-✐✱ ♣♦✉, M ♠❛*,✐❝❡- ❞❡ ,❡❧❛*✐♦♥- ❡* N *②♣❡- ❞✬♦❜❥❡*- ❞✐✛+,❡♥*-✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*+ *❡♠♣♦,❡❧❧❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡▼❱❙✐♠ ❡-* ❡♥ O♣M η3"N η2! ✏ O♣M η3!✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*+ -♣❛*✐❛❧❡ ❡-* ❛--♦❝✐+❡
❛✉ ❢❛✐* <✉❡ ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ ❞♦✐* ❣❛,❞❡, ❡♥ ♠+♠♦✐,❡ *♦✉*❡- ❧❡- ♠❛*,✐❝❡- ❞❡ -✐♠✐❧❛,✐*+- ✭<✉✐ ♥❡ -♦♥*
♣❛- ♥+❝❡--❛✐,❡♠❡♥* ❝,❡✉-❡-
✻
✮✱ ❡❧❧❡ ❡-* ❞♦♥❝ ❡♥ O♣2M η2!✳
▲✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ ❡-* ❝❡♣❡♥❞❛♥* ❢❛❝✐❧❡♠❡♥* ♣❛,❛❧❧+❧✐-❛❜❧❡✱ ✐❧ -✉✣* ♣♦✉, ❝❡❧❛ ❞✬❛✛❡❝*❡, A ❝❤❛<✉❡
✈✉❡✱ ❞♦♥❝ A ❝❤❛<✉❡ ✐♥-*❛♥❝❡ ❞❡ χ✲❙✐♠✱ ✉♥ ♥C✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❛--✐❣♥❛♥* ❛✐♥-✐ A ❝❤❛<✉❡ ✐♥-*❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ✉♥ ♥C✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*+ *❡♠♣♦,❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣,♦❝❤❡
❞❡✈✐❡♥* O♣η3!✱ ❧❛ ♠E♠❡ <✉❡ ♣♦✉, ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ❖♥ ♥+❣❧✐❣❡ +✈✐❞❡♠♠❡♥* ❞❛♥- ❝❡**❡ +*✉❞❡
❧❡- *❡♠♣- ❞❡ *,❛♥-❢❡,*- ❞❡ ❞♦♥♥+❡- <✉✐ ❞❡✈,♦♥* E*,❡ ❡✛❡❝*✉+- A ❝❤❛<✉❡ ✐*+,❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡✱
❛✜♥ ❞❡ ♣,♦❝+❞❡, A ❧✬❛❣,+❣❛*✐♦♥ ❞❡- ♠❛*,✐❝❡- ❞❡ -✐♠✐❧❛,✐*+-✳
◆♦✉- ❛❧❧♦♥- ♠❛✐♥*❡♥❛♥* ✈♦✐, ❞❛♥- ❧❛ -❡❝*✐♦♥ -✉✐✈❛♥*❡✱ ❝♦♠♠❡♥* *✐,❡, ♣,♦✜* ❞❡ ❝❡**❡ ♣❛,❛❧✲
❧+❧✐-❛*✐♦♥ -✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳
■■■✲✻✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❛✉ +/❛✐+❡♠❡♥+ ❞✬✉♥❡ ♠❛+/✐❝❡ ❞❡ ❣/❛♥❞❡ +❛✐❧❧❡
▲❛ ♠♦*✐✈❛*✐♦♥ ♣♦✉, ❧❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡-* ❞❡ ♣♦✉✈♦✐, *,❛✐*❡, ❞❡-
❞♦♥♥+❡- ♠✉❧*✐✈✉❡-✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡, ❧❡- ✐♥❢♦,♠❛*✐♦♥- ♣,♦✈❡♥❛♥* ❞❡- ❞✐✛+,❡♥*❡- ✈✉❡- ❞✬✉♥
♣,♦❜❧J♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ♥♦✉- ♣,♦♣♦-♦♥- ❞❛♥- ❝❡**❡ -❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉*✐❧✐-❡, ♣♦✉, *,❛✐*❡, ✉♥❡ ♠❛*,✐❝❡
❞❡ ❣,❛♥❞❡ *❛✐❧❧❡✱ ♣♦✉, ❧❛<✉❡❧❧❡ ❧✬✉*✐❧✐-❛*✐♦♥ ❞✐,❡❝*❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♥❡ -❡,❛✐* ♣❛- ♣♦--✐❜❧❡✱
-♦✐* A ❝❛✉-❡ ❞✉ *❡♠♣- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ *,♦♣ ❧♦♥❣✱ -♦✐* A ❝❛✉-❡ ❞✉ -*♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ♠❛*,✐❝❡- ❞❡ -✐♠✐❧❛,✐*+-
*,♦♣ ❣,❛♥❞❡- ♣♦✉, E*,❡ ♠+♠♦,✐-+❡- ❞❛♥- ❧❛ ♠+♠♦✐,❡ ✈✐✈❡✳
◆♦✉- ♣,♦♣♦-♦♥- ❞♦♥❝ ❞❡ ❞+❝♦✉♣❡, ✉♥❡ ♠❛*,✐❝❡ ❞❡ ,❡❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❣,❛♥❞❡ *❛✐❧❧❡✱ ❡♥ ♣❧✉-✐❡✉,-
❜❧♦❝-✱ <✉✐ -❡,♦♥* ❛--✐♠✐❧+- A ❞❡ ♠✉❧*✐♣❧❡- ✈✉❡- ♣❛, ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ ❙✉✐✈❛♥* ❧❡- ❝❤♦✐①
❡✛❡❝*✉+- ♣♦✉, ❧❡ ❞+❝♦✉♣❛❣❡✱ ❛✐♥-✐ <✉❡ ❧❡ *②♣❡ ❞✬♦❜❥❡*- <✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡,❝❤❡ A ❝❧❛--✐✜❡, ❛✉*♦♠❛*✐✲
<✉❡♠❡♥*✱ ♦♥ ✈❡,,❛ ❛❧♦,- ❞✐✛+,❡♥*❡- ✈❛,✐❛♥*❡-✳
■■■✲✻✳✷✳❛ ❉'❝♦✉♣❛❣❡ .❡❧♦♥ ✉♥❡ .❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥
❉❛♥- ✉♥ ♣,❡♠✐❡, *❡♠♣-✱ -✉♣♣♦-♦♥- <✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐-♣♦-❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛*,✐❝❡ ❞❡ ,❡❧❛*✐♦♥ R✱ ❞❡ *❛✐❧❧❡
η1✂ η2✱ ❡♥*,❡ ❞❡- ❞♦❝✉♠❡♥*- ❡* ❞❡- ♠♦*- ✭❧✬❛♣♣,♦❝❤❡ ♣,♦♣♦-+❡ ,❡-*❡ ❜✐❡♥ ❡♥*❡♥❞✉ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉,
❞✬❛✉*,❡- *②♣❡- ❞✬♦❜❥❡*-✮✳ ❉❡ ♣❧✉- ♦♥ ❢❛✐* ❧✬❤②♣♦*❤J-❡ <✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡,❝❤❡ ✉♥✐<✉❡♠❡♥* A ❝❧❛--✐✜❡,
❧❡- ❞♦❝✉♠❡♥*- ❡* <✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ♠♦*- ❡-* *,J- ✐♠♣♦,*❛♥* ✿ η2 ✧ η1✳ ❉❛♥- ❝❡ ❝❛- -✐ η1 ❡* η2
-♦♥* ,❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ❣,❛♥❞-✱ ❧❡ *❡♠♣- ❞❡ *,❛✐*❡♠❡♥* ♣❛, ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ χ✲❙✐♠ -❡,❛ *,J- ❧♦♥❣✱ ❡* ❧❡
-*♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛*,✐❝❡ ❞❡ -✐♠✐❧❛,✐*+ ❞❡- η2 ♠♦*- S2 ♣♦-❡,❛ ♣,♦❜❧J♠❡✳
✻✳ ❉❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❣8♥8&❛❧✱ ❧❡6 ♠❛%&✐❝❡6 ❞❡ 6✐♠✐❧❛&✐%8 ❝❛❧❝✉❧8❡6 ♣❛& ❧❡6 ✐♥6%❛♥❝❡6 ❞❡ χ✲❙✐♠ ♥❡ 6❡&♦♥% ♣❧✉6 ❝&❡✉6❡6
❛♣&;6 ✷ ♦✉ ✸ ✐%8&❛%✐♦♥6✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉% %♦✉% ❞❡ ♠>♠❡ >%&❡ ❧❡ ❝❛6 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛&❛♠;%&❡ ❞❡ 6❡✉✐❧❧❛❣❡ 8❧❡✈8 ♦✉ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥
8❧8♠❡♥%❛✐&❡ ❞✬❛❣&8❣❛%✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✳
✼✷
S2 S1
η2 M η2 M
M Rv η1 η2 M
S1 N M 1
M
S2 S
2
ii
S1
S1
χ
R η1 η2 η2 η1
O η3
2
O η2
2
R
η1 η2 M max η1,
η2
M
η2
M
η2
M
η1 O
η3
2
M3
M3 η2
M
η1 O η
3
1
M2
S1 O
η2
2
M
M
❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠
❘❡♠❛$%✉❡ ✼✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐(♣♦(❡ ♣❛( ❞❡ M ♥+✉❞( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡/ 0✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❛1❛❧❧2❧✐(❡
❞♦♥❝ ♣❛( ❧✬❡①2❝✉/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦1✐/❤♠❡ ▼❱❙✐♠✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐/2 /❡♠♣♦1❡❧❧❡ ❡(/ /♦✉/ ❞❡
♠7♠❡ ❞✐✈✐(2❡ ♣❛1 ✉♥ ❢❛❝/❡✉1 M2✱ ❡/ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐/2 (♣❛/✐❛❧❡ /♦✉❥♦✉1( ♣❛1 ✉♥ ❢❛❝/❡✉1
M ✱ ♣❛1 ❧❡ (✐♠♣❧❡ ❢❛✐/ 0✉❡ ❧✬♦♥ /1❛✈❛✐❧❧❡ (✉1 ❞❡( ♠❛/1✐❝❡( ❞❡ ♣❧✉( ♣❡/✐/❡( /❛✐❧❧❡(✳
❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ (❡❧❛+✐✈❡ ❛✉ ❞.❝♦✉♣❛❣❡ &❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥
❈❧❛##✐%✉❡♠❡♥*✱ ❞❛♥# ❧❡# ♣.♦❜❧1♠❡# ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛*✐♦♥ ❛✉*♦♠❛*✐%✉❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥*#✱ ✉♥❡ 4*❛♣❡ ❞❡
#4❧❡❝*✐♦♥ ❞❡# ♠♦*# ❡#* ❡✛❡❝*✉4❡ ♣❡♥❞❛♥* ❧❡ ♣.4✲*.❛✐*❡♠❡♥*✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛# ✉*✐❧✐#❡. ❞❡ ♠♦*# *.♦♣
♣❡✉ ✐♥❢♦.♠❛*✐❢#✱ ♠❛✐# 4❣❛❧❡♠❡♥* ❛✜♥ ❞❡ .4❞✉✐.❡ ❧❡ *❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡* ❧❛ ♠4♠♦✐.❡ ♥4❝❡##❛✐.❡✳
●.;❝❡ < ♥♦*.❡ ♣.♦♣♦#✐*✐♦♥ ❞✬✉*✐❧✐#❡. ❧✬❛❧❣♦.✐*❤♠❡ ♠✉❧*✐✈✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲#✐♠✐❧❛.✐*4 ▼❱❙✐♠✱
✐❧ ❡#* ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛.❞❡. ✉♥ ♣❧✉# ❣.❛♥❞ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ♠♦*# #✐ ❝❡❧❛ ❡#* ✉*✐❧❡✱ #❛♥# ♣♦✉. ❛✉*❛♥*
#❛❝.✐✜❡. ❧❡ *❡♠♣# ❡* ❧❛ ♠4♠♦✐.❡ ♥4❝❡##❛✐.❡ < ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛*✐♦♥✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥*✱ ❧❡ ❢❛✐* ❞❡ ❞4❝♦✉♣❡.
❧❛ ♠❛*.✐❝❡ ❞❡ ❞4♣❛.* ❡♥ ♣❧✉#✐❡✉.# ❜❧♦❝# ✐♠♣❧✐%✉❡ %✉❡ ❧❡# #✐♠✐❧❛.✐*4# ❝❛❧❝✉❧4❡# ♣.❡♥❞.♦♥* ❡♥
❝♦♠♣*❡ ♠♦✐♥# ❞✬✐♥❢♦.♠❛*✐♦♥# %✉❡ #❛♥# ❞4❝♦✉♣❛❣❡✱ ❡* ✐♥❞✉✐.♦♥* ❞♦♥❝ ❝❡.*❛✐♥❡♠❡♥* ✉♥❡ %✉❛❧✐*4
❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛*✐♦♥ ♠♦✐♥❞.❡✳ ◆♦✉# ✈❡..♦♥# ❞❛♥# ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■❱ %✉✬✐❧ ② ❛ ❡♥ ❡✛❡* ✉♥ ❝♦♠♣.♦♠✐#
< *.♦✉✈❡. ❡♥*.❡ .❛♣✐❞✐*4 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡* %✉❛❧✐*4 ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛*✐♦♥✱ ♠❛✐# %✉❡ ❝❡**❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ♣❡✉*
♣❡.♠❡**.❡ ❞✬♦❜*❡♥✐. ❞❡# .4#✉❧*❛*# ✐♥*4.❡##❛♥*#✳
■■■✲✻✳✷✳❜ ❉.❝♦✉♣❛❣❡ &❡❧♦♥ ❧❡& ❞❡✉① ❞✐♠❡♥&✐♦♥&
❉❛♥# ❧❛ #❡❝*✐♦♥ ♣.4❝4❞❡♥*❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✈✉ ❝♦♠♠❡♥* ❞4❝♦✉♣❡. ❧❡# ❝♦❧♦♥♥❡# ❞✬✉♥❡ ♠❛*.✐❝❡
R ❞♦♥* ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡# #❡.❛✐* ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉# ✐♠♣♦.*❛♥* %✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡#✳ ◆♦✉#
❛❧❧♦♥# ♠❛✐♥*❡♥❛♥* 4*❡♥❞.❡ ❝❡ ♣.♦❜❧1♠❡ ❛✉ ❝❛# ♦F ❧✬♦♥ ✈❡✉* *.❛✈❛✐❧❧❡. #✉. ✉♥❡ ♠❛*.✐❝❡ ❞❡ ❣.❛♥❞❡
*❛✐❧❧❡ ❡♥ ❧❛ ❞4❝♦✉♣❛♥* < ❧❛ ❢♦✐# ❡♥ ❧✐❣♥❡# ❡* ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡#✳ G❛. ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❝❡ %✉✐ #❡ ♣❛##❡ ❛✈❡❝
❧❡# #✐♠✐❧❛.✐*4# ❡♥*.❡ ♠♦*# ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✉ ❞4❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡# ❝♦❧♦♥♥❡# #❡✉❧❡♠❡♥*✱ ❧❡ ♣.♦❜❧1♠❡ %✉✐
✈❛ #❡ ♣♦#❡. ❡#* %✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐#♣♦#❡.❛ ♣❛# ❞❡ ❧✬✐♥*4❣.❛❧✐*4 ❞❡ ❧❛ ♠❛*.✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛.✐*4 ❡♥*.❡
❞♦❝✉♠❡♥*# S1✱ ♠❛✐# ✉♥✐%✉❡♠❡♥* ❞❡ #❡# ❜❧♦❝# ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ♣.♦♣♦#❡. ✉♥❡ ♠4*❤♦❞❡
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❛♥# ❝❡ ❝♦♥*❡①*❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❛ #✐♠✐❧❛.✐*4 ❡♥*.❡ ♥✬✐♠♣♦.*❡ %✉❡❧❧❡ ♣❛✐.❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥*#
❡* ♠❡#✉.❡. ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ *❡.♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*4 %✉❡ ❝❡**❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ❛♣♣♦.*❡✳
▼.+❤♦❞❡
❙✉♣♣♦#♦♥# %✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐#♣♦#❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛*.✐❝❡ ❞❡ .❡❧❛*✐♦♥ R ❝❛..4❡ ❞❡ *❛✐❧❧❡ η ✂ η ❡♥*.❡ ❞❡#
❞♦❝✉♠❡♥*# ❡* ❞❡# ♠♦*#✱ ❡* %✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡.❝❤❡ < ❝❧❛##✐✜❡. ❧❡# ❞♦❝✉♠❡♥*#✳ ◆♦✉# ❧❛ #✉♣♣♦#♦♥#
❝❛..4❡ ♣♦✉. #✐♠♣❧✐✜❡. ❧❡# ♥♦*❛*✐♦♥# ❡* ❧❛ ❞❡#❝.✐♣*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡✱ ♠❛✐# ✐❧ ❡#* ❜✐❡♥ #J. ♣♦##✐❜❧❡
❞❡ ❣4♥4.❛❧✐#❡. ❧❛ ♠4*❤♦❞❡ < ✉♥❡ ♠❛*.✐❝❡ ❞❡ *❛✐❧❧❡ %✉❡❧❝♦♥%✉❡✳ ❖♥ #✉♣♣♦#❡ %✉✬✐❧ ♥✬❡#* ♣❛#
♣♦##✐❜❧❡ ❞✬✉*✐❧✐#❡. ❧✬❛❧❣♦.✐*❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❞✐.❡❝*❡♠❡♥* #✉. ❝❡**❡ ♠❛*.✐❝❡ ❝❛. η ❡#* *.♦♣ ❣.❛♥❞ ❡*
❝❡❧❛ ❡♥*.❛L♥❡.❛✐* < ❧❛ ❢♦✐# ✉♥ *.♦♣ ❣.❛♥❞ *❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡* #✉.*♦✉* ✉♥❡ ♦❝❝✉♣❛*✐♦♥ ♠4♠♦✐.❡
.4❞❤✐❜✐*♦✐.❡ ✭❞❡✉① ♠❛*.✐❝❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛.✐*4# ❞❡ *❛✐❧❧❡ η2✮✳
❉❛♥# ❝❡**❡ ❛♣♣.♦❝❤❡✱ ♥♦✉# ♣.♦♣♦#♦♥# ❞♦♥❝ ❞❡ ❞4❝♦✉♣❡. < ❧❛ ❢♦✐# ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# η ♠♦*#
❡♥ M #♦✉#✲❡♥#❡♠❜❧❡# ❞❡ *❛✐❧❧❡ η④M ✱ ❡* ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# η ❞♦❝✉♠❡♥*# ❡♥ M #♦✉#✲❡♥#❡♠❜❧❡# ❞❡
*❛✐❧❧❡ η④M 4❣❛❧❡♠❡♥* ✼✳ ◆♦✉# ♦❜*❡♥♦♥# ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ M2 ♠❛*.✐❝❡# ❞❡ .❡❧❛*✐♦♥# %✉❡ ♥♦✉#
✼✳ ◆♦✉5 ❝❤♦✐5✐55♦♥5 ❞❡ ❞9❝♦✉♣❡& ❧❡5 ❧✐❣♥❡5 ❡% ❧❡5 ❝♦❧♦♥♥❡5 ❡♥ M ❜❧♦❝5 ❛✜♥ ❞❡ 5✐♠♣❧✐✜❡& ❧❡5 ♥♦%❛%✐♦♥5✱ ♠❛✐5
❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ 5❡ ❣9♥9&❛❧✐5❡ 5✐ ❧❡5 ❝♦❧♦♥♥❡5 5♦♥% ❞9❝♦✉♣9❡5 ❡♥ M ❜❧♦❝5 ❡% ❧❡5 ❧✐❣♥❡5 ❡♥ M ✶ ❜❧♦❝5✳
✼✹
M2
Rij
M
i,j 1
η
M
η
M
S1 S2
S
1
ii S
2
ii N 2M
S1
η M
x
1
a x
1
b
x
1
a x
1
b h
S
1
hh
x
1
a x
1
b
s1ab
S2
s1ab
ra:,rb:
k
S2
‖ra:‖
k
S2
‖rb:‖
k
S2
χ
M M
❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠
♦♥ ♣❡✉% ❝❛❧❝✉❧❡) ♥✬✐♠♣♦)%❡ -✉❡❧ ❜❧♦❝ ❞❡ S1✱ ♥♦%1 S
1
ij ❡♥ ❝♦♠♠❡♥2❛♥% ♣❛) ❝❛❧❝✉❧❡) ✿
S
1
ij ✏ Ri: S
2
R
❏
j:
✏
M
➳
c✏1
Ric S
2
ccR
❏
jc
❛✈❡❝ Ri: ❧❛ ♠❛%)✐❝❡ ❝♦♥5%✐%✉1❡ ❞❡5 ❧✐❣♥❡5 ❞✉ ❜❧♦❝ i ❞❡ ❧✐❣♥❡5 ❡% ❞❡ %♦✉%❡5 ❧❡5 ❝♦❧♦♥♥❡5 ❞❡ R✳ ■❧
❢❛✉% ❡♥5✉✐%❡ ♥♦)♠❛❧✐5❡) ❝❡5 ✈❛❧❡✉)5 ♣♦✉) -✉✬❡❧❧❡5 ❛♣♣❛)%✐❡♥♥❡♥% : ❧✬✐♥%❡)✈❛❧❧❡ !0,1"✱ ❡♥ ✉%✐❧✐5❛♥%
❧❡5 %❡)♠❡5 ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ S
1
ii✳
❈♦♠♣❧❡①✐() (❡♠♣♦*❡❧❧❡
▼❛✐♥%❡♥❛♥% -✉❡ ♥♦✉5 ❛✈♦♥5 ❞1❝)✐% ♥♦%)❡ ♣)♦♣♦5✐%✐♦♥✱ 1%✉❞✐♦♥5 ❧❡ ❣❛✐♥ -✉✬❡❧❧❡ ♦✛)❡ ❡♥ %❡)♠❡
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐%1 %❡♠♣♦)❡❧❧❡✳ ▲❡ ❞1❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ R ♥1❝❡55✐%❡ ❞❡ %✐)❡) ❛❧1❛%♦✐)❡♠❡♥% η④M 1❧1♠❡♥%5✱
M ❢♦✐5✱ ✉♥❡ ❢♦✐5 ♣♦✉) ❧❡5 ❧✐❣♥❡5 ❡% ✉♥❡ ❢♦✐5 ♣♦✉) ❧❡5 ❝♦❧♦♥♥❡5✳ ?✉✐5✱ ✐❧ 5✉✣% ♣♦✉) ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ 5❡5
M2 ❜❧♦❝5✱ ❞❡ ❝)1❡) ❧❛ 5♦✉5✲♠❛%)✐❝❡ ❝♦))❡5♣♦♥❞❛♥%❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%1 %❡♠♣♦)❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡%%❡ 1%❛♣❡
❡5% ❞♦♥❝ ❞❡ 2 η $M2 ✝ ♣η④M'2 ✏ O♣η2'✳
❘❛♣♣❡❧♦♥5 ✐❝✐ -✉❡ 5✐ ❧✬❛❧❣♦)✐%❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❡5% ✉%✐❧✐51 5✉) ❝❡%%❡ ♠❛%)✐❝❡ R ❞❡ %❛✐❧❧❡ η ✂ η✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐%1 %❡♠♣♦)❡❧❧❡ ❡5% ❡♥ O♣η3'✳ ❆♣)E5 ❞1❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛%)✐❝❡ R✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%1 %❡♠♣♦✲
)❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐%1)❛%✐♦♥ ❞❡▼❱❙✐♠ 5✉) ❝❡5 M2 ♠❛%)✐❝❡5 ❞❡ %❛✐❧❧❡ η④M ✂η④M ❡5% ❛❧♦)5 ❡♥ O♣ η
3
M3
'✱
❡❧❧❡ ❡5% ❞♦♥❝ ❞✐✈✐51❡ ♣❛) ✉♥ ❢❛❝%❡✉) M3✳ ?)1❝✐5♦♥5 -✉❡ ♣♦✉) -✉❡ ❝❡ )15✉❧%❛% 5♦✐% ✈❛❧❛❜❧❡✱ ✐❧
❢❛✉% ❞✐5♣♦5❡) ❞❡ M2 ♥F✉❞5 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧5 ♣♦✉) ❡①1❝✉%❡) ❡♥ ♣❛)❛❧❧E❧❡ ❧❡5 M2 ✐♥5%❛♥❝❡5 ❞❡ χ✲❙✐♠✱
❡% ❛✉55✐ ❧❡5 2M ✐♥5%❛♥❝❡5 ❞❡ ❆❣❣✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ♠H♠❡ 5✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❛)❛❧❧1❧✐5❡ ♣❛5 ❧✬❡①1❝✉%✐♦♥ ❞❡
▼❱❙✐♠✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%1 %❡♠♣♦)❡❧❧❡ 5❡)❛ %♦✉% ❞❡ ♠H♠❡ ❞✐✈✐51❡ ♣❛) ✉♥ ❢❛❝%❡✉) M ✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ✐❧ ❢❛✉% ❛✉55✐ ♣)❡♥❞)❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%1 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡5 5✐♠✐❧❛)✐%15 ❞❡5
♣❛✐)❡5 ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥%5 ♥✬1%❛♥% ♣❛5 ❞❛♥5 ❧❡ ♠H♠❡ 5♦✉5✲❡♥5❡♠❜❧❡✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧✱ 5✬✐❧ ❡5% ❡✛❡❝%✉1 ♣❛)
❜❧♦❝5✱ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐%1 ❡♥ O♣M3 η3'✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%1 %❡♠♣♦)❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡
)❡5%❡ ❡♥ O♣η3'✱ ❡% ♦♥ ♥❡ ♣❡✉% ❞♦♥❝ ♣❛5 )1❞✉✐)❡ ❧❡ %❡♠♣5 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥%❛♥% ❧❡ ♥♦♠❜)❡
❞❡ ❜❧♦❝5✳ ◆1❛♥♠♦✐♥5✱ 5✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞15✐)❡ ♣❛5 ♥1❝❡55❛✐)❡♠❡♥% ❝♦♥♥❛K%)❡ ❧❛ 5✐♠✐❧❛)✐%1 ❡♥%)❡ %♦✉%❡5
❧❡5 ♣❛✐)❡5 ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥%5✱ ♠❛✐5 5❡✉❧❡♠❡♥% ♣♦♥❝%✉❡❧❧❡♠❡♥%✱ ♣♦✉) ✉♥❡ ♣❛✐)❡ ❞♦♥♥1❡✱ ❛❧♦)5 ♦♥
♣❡✉% ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡) ❣)L❝❡ : ❧✬❊-✳ ✭✷✸✮✱ ❡% ❧❡ %❡♠♣5 ❞✬❡①1❝✉%✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ♣❡✉% ❧✉✐ H%)❡ )1❞✉✐% ❡♥
❛✉❣♠❡♥%❛♥% M ✳
❈♦♠♣❧❡①✐() +♣❛(✐❛❧❡
❈♦♥5✐❞1)♦♥5 ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%1 5♣❛%✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠1%❤♦❞❡ ♣)♦♣♦51❡✱ ❡♥ 5❡ 5♦✉✈❡♥❛♥%
-✉❡ 5✐ ❧✬❛❧❣♦)✐%❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❡5% ❞✐)❡❝%❡♠❡♥% ✉%✐❧✐51 5✉) ❧❛ ♠❛%)✐❝❡ R✱ ✐❧ ❢❛✉❞)❛✐% ❛❧♦)5 ♠1♠♦)✐5❡)
❞❡✉① ♠❛%)✐❝❡5 ❞❡ 5✐♠✐❧❛)✐%1 ❞❡ %❛✐❧❧❡ η✂η✱ -✉✐ ♥❡ 5♦♥% ♣❛5 ♥1❝❡55❛✐)❡♠❡♥% ❝)❡✉5❡5✱ ❝❡ -✉✐ ♣♦5❡
♣)♦❜❧E♠❡ ❞E5 -✉❡ η ❞❡✈✐❡♥% ❣)❛♥❞✳
?❡♥❞❛♥% ❧✬❡①1❝✉%✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡5 M2 ♥F✉❞5 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ -✉✐ ❡①1❝✉%❡ ✉♥❡ ✐♥5%❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦)✐%❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❞♦✐% ❛✈♦✐) ❡♥ ♠1♠♦✐)❡ 5♦♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ ♠❛%)✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥1❡5✱ ❡% ❧❡5 ❞❡✉① ♠❛✲
%)✐❝❡5 ❞❡ 5✐♠✐❧❛)✐%1✱ ❡% ✉♥❡ ♠❛%)✐❝❡ ✐♥%❡)♠1❞✐❛✐)❡ ❞❡ ♠H♠❡ %❛✐❧❧❡✱ ❝❡ -✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐%1
✼✻
❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠
 ♣❛#✐❛❧❡ ❡♥ O♣4 η2④M2"✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱ ❧❡ 2M ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬❛❣23❣❛#✐♦♥ ♣2♦❞✉✐ ❡♥# ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ♠❛✲
#2✐❝❡ ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3✱ ❡#  ✐ ❝❡##❡ 3#❛♣❡ ❡ # ❡①3❝✉#3❡  ✉2 ✉♥  ❡✉❧ ♥8✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱  ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3
 ♣❛#✐❛❧❡ ❡ # ❡♥ O♣η2"✳
❊♥  ✉♣♣♦ ❛♥# :✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐ ♣♦ ❡ ❞❡ M2 ♥8✉❞ ♣♦✉2 ❧✬❡①3❝✉#✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠✱ ❝❤❛:✉❡ ♥8✉❞ ❛
✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#3  ♣❛#✐❛❧❡ 23❞✉✐#❡ ; 4 ♣η④M"2 ✏ O♣η2④M2"✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉ ❧✬❛✈♦♥  ✉♣♣♦ 3
❧♦2 ❞❡ ❧✬3#✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3 #❡♠♣♦2❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣2♦❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉# 3❣❛❧❡♠❡♥# ♣❛2❛❧❧3❧✐ ❡2 ❧❡ 
✐♥ #❛♥❝❡ ❞❡ ❆❣❣✱ ❝❡ :✉✐ ♥3❝❡  ✐#❡ ❞❡ 23✉#✐❧✐ ❡2 2M ❞❡ M2 ♥8✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡
❝❡ ♥8✉❞ ❞♦✐# ❛❧♦2 ♠3♠♦2✐ ❡2 M $ 1 ♠❛#2✐❝❡ ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3 ❞❡ #❛✐❧❧❡ η④M ✂ η④M ✱ ❞♦♥❝
❧❡✉2 ❝♦♠♣❧❡①✐#3  ♣❛#✐❛❧❡ ♣♦✉2 ❝❡##❡ 3#❛♣❡ ❡ # ❡♥ O♣η2④M"✳ ■❧ ❡ # ❛✐♥ ✐ ♣♦  ✐❜❧❡ ❞❡ 23❞✉✐2❡ ❧❛
♠3♠♦✐2❡ ♥3❝❡  ❛✐2❡ ; ❧✬3#❛♣❡ ❞✬❛❣23❣❛#✐♦♥ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥#❛♥# M ✳
❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ (❡❧❛+✐✈❡ ❛✉ ❞.❝♦✉♣❛❣❡ &❡❧♦♥ ❧❡& ❞❡✉① ❞✐♠❡♥&✐♦♥&
❊♥ ❝♦♥❝❧✉ ✐♦♥✱  ❛♥ ❞3❝♦✉♣❛❣❡ ❡# ❡♥ ✉#✐❧✐ ❛♥# χ✲❙✐♠ ♣♦✉2 #2❛✐#❡2 ❞✐2❡❝#❡♠❡♥# ❧❛ ♠❛#2✐❝❡R✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐#3 #❡♠♣♦2❡❧❧❡ ❡ # ❡♥ O♣η3"✱ ❡# ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3  ♣❛#✐❛❧❡ ❡♥ O♣η2"✳ ❆✈❡❝ ❝❡##❡ ❛♣♣2♦❝❤❡✱
❡# ❡♥  ✉♣♣♦ ❛♥# :✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐ ♣♦ ❡ ❞❡ M2 ♥8✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉# 23❞✉✐2❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3
#❡♠♣♦2❡❧❧❡ ; O♣η3④M3" ❡# ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3  ♣❛#✐❛❧❡ ; O♣η2④M"✱ ❡# ❢♦✉2♥✐2 ✉♥❡ ❛♣♣2♦①✐♠❛#✐♦♥
❞❡ ✈❛❧❡✉2 ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3 ✳ ❆✐♥ ✐✱ ; ❧✬✐♥ #❛2 ❞✉ ❞3❝♦✉♣❛❣❡  ❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✉♥✐:✉❡♠❡♥#✱ ✐❧
❡ # ♣♦  ✐❜❧❡ ❞❡ 23❞✉✐2❡ ❧❡ #❡♠♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡# ❧❛ ♠3♠♦✐2❡ ♥3❝❡  ❛✐2❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥#❛♥# M ✳ ❊♥
2❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❢❛✐# ❞✬❛✉❣♠❡♥#❡2 M ❞3❣2❛❞❡ ❝❡2#❛✐♥❡♠❡♥# ❧❛ :✉❛❧✐#3 ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3 ❝❛❧❝✉❧3❡ ✱ ❡# ✐❧
② ❛ ♣❛2 ❝♦♥ 3:✉❡♥# ✉♥ ❝♦♠♣2♦♠✐ ❡♥#2❡ 2❛♣✐❞✐#3 ❞✬❡①3❝✉#✐♦♥ ❡# ♣23❝✐ ✐♦♥ ❞❡ 23 ✉❧#❛# ✳ ❈♦♠♠❡
♣♦✉2 ❧❡ ❞3❝♦✉♣❛❣❡  ❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥ ❞3❝2✐# ❞❛♥ ❧❛ ❙❡❝✳ ■■■✲✻✳✷✳❛✱ ♥♦✉ ❛♥❛❧② ❡2♦♥ ❞❛♥ ❧❡
❈❤❛♣✳ ■❱ ❧✬✐♥#32F# ♣2❛#✐:✉❡ ❞❡ ❝❡##❡ ❛♣♣2♦❝❤❡✳
❘❡♠❛$%✉❡ ✽✳ ▲❡" ♥$✉❞" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉*✐❧✐"," ❞❛♥" ❧❡" ❛♣♣.♦❝❤❡" ❞,❝.✐*❡" ❞❛♥" ❝❡**❡
"❡❝*✐♦♥ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥* ♣❛" 2*.❡ "✉. ✉♥❡ ✉♥✐3✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❝❡ 3✉✐ ❛♥♥✉❧❡.❛✐* ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥
❡"♣❛❝❡ ♠,♠♦✐.❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❝❡❧❛ ❝.,❡.❛✐* ✉♥❡ ❝♦♠♣,*✐*✐♦♥ ❡♥*.❡ ❧❡" ❞✐✛,.❡♥*❡" ♣.♦❝❡""✉"
♣♦✉. ❛❝❝,❞❡. ❛✉ ❜✉" ♠,♠♦✐.❡✳
■■■✲✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐/0❡
❉❛♥ ❝❡ ❝❤❛♣✐#2❡✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ♣2♦♣♦ 3 ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ ▼❱❙✐♠ :✉✐ ♣❡2♠❡# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡2✱ ; ♣❛2#✐2
❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥3❡ ♠✉❧#✐✈✉❡ ❝♦♠♣♦2#❛♥# M ♠❛#2✐❝❡ ❞❡ 2❡❧❛#✐♦♥ ✱ N ♠❛#2✐❝❡ ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3
♣♦✉2 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ #②♣❡ ❞✬♦❜❥❡# ❝♦♥❝❡2♥3 ♣❛2 ❧❡ ❞♦♥♥3❡ ✳ ❈❡# ❛❧❣♦2✐#❤♠❡  ✬❛♣♣✉✐❡  ✉2 ❧✬❛❧❣♦✲
2✐#❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲ ✐♠✐❧❛2✐#3 χ✲❙✐♠ ♣23 ❡♥#3 ❞❛♥ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■ :✉✐ #2❛✐#❡ ✉♥❡  ❡✉❧❡ ♠❛#2✐❝❡
❞❡ 2❡❧❛#✐♦♥✳ ▲❛ ♥♦#✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬❛❣23❣❛#✐♦♥ ❡ # 3❣❛❧❡♠❡♥# ❞3❝2✐#❡ ❡# ♣❧✉ ✐❡✉2 ❢♦2♠❡  ♦♥#
♣2♦♣♦ 3❡ ✱ ♣❡2♠❡##❛♥# ♥♦#❛♠♠❡♥# ❞❡ ❣❛2❛♥#✐2 ❧❛ ❝♦♥✈❡2❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ I❛2
❛✐❧❧❡✉2 ✱ ✉♥ ❛✉#2❡ ♣♦✐♥# ✐♥#32❡  ❛♥# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡ # :✉✬✐❧ ♣❡✉# F#2❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❣3♥32❛❧✐ ❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ χ✲❙✐♠✳
❉❡ ♣❧✉ ✱ ❛♣2J ❛✈♦✐2 3#✉❞✐3 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ♣2♦♣♦ 3 ❞❡ ❧✬✉#✐❧✐ ❡2
♣♦✉2 ❝❛❧❝✉❧❡2 ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3 ; ♣❛2#✐2 ❞✬✉♥❡ ♠❛#2✐❝❡ ❞❡ 2❡❧❛#✐♦♥ ✉♥✐:✉❡ ♠❛✐ ❞❡ #2♦♣ ❣2❛♥❞❡
#❛✐❧❧❡ ♣♦✉2 F#2❡ ❞✐2❡❝#❡♠❡♥# #2❛✐#3❡ ♣❛2 ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ I❧✉ ✐❡✉2 ❛♣♣2♦❝❤❡ ♦♥# 3#3 ❞3❝2✐#❡ 
✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✼✼
❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠
❡! ♣❡✉✈❡♥! &!'❡ ✉!✐❧✐*+❡* ❡♥ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡* ❝❛'❛❝!+'✐*!✐1✉❡* ❞❡ ❧❛ ♠❛!'✐❝❡ ❞❡ '❡❧❛!✐♦♥✱ ❡! ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥ ✈✐*+❡✳
✼✽
❈❤❛♣✐%&❡ ■❱
❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥) ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡& ❞❡ ▼❱❙✐♠
❙♦♠♠❛✐%❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐,%❡
■❱✲✶ $%&'❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡' ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥&❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
■❱✲✶✳✶ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡- ♠♦♥♦✈✉❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
■❱✲✶✳✷ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡- ♠✉❧4✐✈✉❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
■❱✲✶✳✸ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡- ♠♦♥♦✈✉❡- ❞❡ ❣8❛♥❞❡ 4❛✐❧❧❡ ♣♦✉8▼❱❙✐♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
■❱✲✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ χ✲❙✐♠ : ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
■❱✲✷✳✶ ▼,4❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
■❱✲✷✳✷ ❘,-✉❧4❛4- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
■❱✲✷✳✸ ❙❡♥-✐❜✐❧✐4, ❛✉① ♣❛8❛♠C48❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
■❱✲✸ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠ : ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✈✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
■❱✲✸✳✶ ▼,4❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
■❱✲✸✳✷ ❘,-✉❧4❛4- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
■❱✲✸✳✸ ❙❡♥-✐❜✐❧✐4, ❛✉① ♣❛8❛♠C48❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
■❱✲✹ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❛✉ *%❛✐*❡♠❡♥* ❞✬✉♥❡ ♠❛*%✐❝❡ ❞❡ ❣%❛♥❞❡ *❛✐❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
■❱✲✹✳✶ ❉,❝♦✉♣❛❣❡ -❡❧♦♥ ✉♥❡ -❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
■❱✲✹✳✷ ❉,❝♦✉♣❛❣❡ -❡❧♦♥ ❧❡- ❞❡✉① ❞✐♠❡♥-✐♦♥- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
■❱✲✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐*%❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
❉❛♥# ❧❡# ❝❤❛♣✐*+❡# ■■ ❡* ■■■✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞2❝+✐* ❧❡# ❞❡✉① ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡# ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥# ❞❡ ❝❡**❡ *❤5#❡✱ 6
#❛✈♦✐+ ❞❡# ❛♠2❧✐♦+❛*✐♦♥# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲#✐♠✐❧❛+✐*2 χ✲❙✐♠ ✐♥✐*✐❛❧❡♠❡♥* ♣+♦♣♦#2 ♣❛+ ❇✐#✲
#♦♥ ❡* ❍✉##❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ❡* ❧❛ ❞2✜♥✐*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ♠✉❧*✐✈✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲#✐♠✐❧❛+✐*2 ▼❱❙✐♠✳
◆♦✉# ❢♦✉+♥✐##♦♥# ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ❞❡# ❝♦♠♣❛+❛✐#♦♥# ❡①♣2+✐♠❡♥*❛❧❡# ❛✈❡❝ ❧❡# ♠2*❤♦❞❡# ❞❡ ❧✬2*❛* ❞❡ ❧✬❛+*
♣+2#❡♥*2❡# ❞❛♥# ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■ #✉+ ❞✐✛2+❡♥*# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥2❡# +2❡❧#✱ ❛✉##✐ ❜✐❡♥ ♠♦♥♦✈✉❡# I✉❡ ♠✉❧*✐✈✉❡#✳
❉❛♥# ✉♥ ♣+❡♠✐❡+ *❡♠♣#✱ ♥♦✉# ♠♦♥*+❡+♦♥# I✉❡ ❧❡# ❛♠2❧✐♦+❛*✐♦♥# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♣❡+♠❡**❡♥*
❡✛❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❞✬❛❝❝+♦J*+❡ #❛ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ #✉+ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥2❡#✱ ❡* ♥♦✉# 2*✉❞✐❡+♦♥#
2❣❛❧❡♠❡♥* #❛ +♦❜✉#*❡##❡ ✈✐#✲6✲✈✐# ❞❡ #❡# ❞✐✛2+❡♥*# ♣❛+❛♠5*+❡#✳
❉❛♥# ✉♥ #❡❝♦♥❞ *❡♠♣#✱ ♥♦✉# ❝♦♠♣❛+❡+♦♥# ❧❡# ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ♠✉❧*✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠ #✉+
❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥2❡# ♠✉❧*✐✈✉❡#✱ 6 ❧❛ ❢♦✐# ♣❛+ +❛♣♣♦+* 6 ❞❡# ♠2*❤♦❞❡# ♠♦♥♦✈✉❡# ✭❛✜♥ ❞❡ ❞2♠♦♥*+❡+
❧✬❛♣♣♦+* ❞✬✉♥❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ♠✉❧*✐✈✉❡✮✱ ❡* 2❣❛❧❡♠❡♥* ♣❛+ +❛♣♣♦+* 6 ❞❡# ♠2*❤♦❞❡# ♠✉❧*✐✈✉❡#✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉#
❢♦✉+♥✐+♦♥# ❞❡# ❡①❡♠♣❧❡# ❞✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❛✉ *+❛✐*❡♠❡♥* ❞❡ ♠❛*+✐❝❡# ❞❡ +❡❧❛*✐♦♥
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❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠
◆♦♠ ❞❡% ❝❧❛%%❡%
■▼❉❜
%❤♦*+✱ ❞*❛♠❛✱ ❝♦♠❡❞②✱ ❞♦❝✉♠❡♥+❛*②✱ *♦♠❛♥❝❡✱ ❛❝+✐♦♥✱ ❛♥✐♠❛+✐♦♥✱ +❤*✐❧❧❡*✱
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✳ ❈♦♥❝❡*♥❛♥+ ❧❡% %✐① ♠❛+*✐❝❡% ❞♦❝✉♠❡♥+% ✲ ♠♦+%✱ ❧❡ ♠♦❞L❧❡ ❞❡ ♣♦♥❞=*❛+✐♦♥ ❛❞♦♣+=
♣❛* ❧❡% ❛✉+❡✉*% ❞❡ ❝❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥=❡% ❡%+ ❧❡ ♠♦❞L❧❡ ❜✐♥❛✐*❡ ✭❛❜%❡♥❝❡ ♦✉ ♣*=%❡♥❝❡ ❞❡% ♠♦+%
❞❛♥% ❧❡% ❞♦❝✉♠❡♥+%✮✳ ▲❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡% ❞♦❝✉♠❡♥+% %♦♥+ ✐♥❞✐E✉=❡% ❞❛♥% ❧❛ ❚❛❜✳ ✺✳
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♥❡✉*❛❧ ♥❡+✇♦*❦%✱ *✉❧❡ ❧❡❛*♥✐♥❣✱ *❡✐♥❢♦*❝❡♠❡♥+ ❧❡❛*♥✐♥❣✱
♣*♦❜❛❜✐❧✐%+✐❝ ♠❡+❤♦❞%✱ +❤❡♦*②✱ ❣❡♥❡+✐❝ ❛❧❣♦*✐+❤♠%✱ ❝❛%❡
❜❛%❡❞
❈✐+❡❙❡❡*
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❚❛❜❧❡ ✺ ✕ ◆♦♠% ❞❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡% ♠✉❧/✐✈✉❡% ❈♦6❛✱ ❈✐/❡❙❡❡6✱ ❚❡①❛%✱ ❲❛%❤✐♥❣/♦♥ ❡/
❲✐%❝♦♥%✐♥✳
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❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❛✉① ❛✉+,❡% ♠>+❤♦❞❡%✱ ❝❡❧❛ ❢♦✉,♥✐,❛ >❣❛❧❡♠❡♥+ ✉♥❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ H ❧❛;✉❡❧❧❡
♦♥ ♣♦✉,,❛ ❝♦♠♣❛,❡, ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♠>+❤♦❞❡% ♠✉❧+✐✈✉❡%✳
■❱✲✶✳✸ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ♠♦♥♦✈✉❡. ❞❡ ❣2❛♥❞❡ 4❛✐❧❧❡ ♣♦✉2 ▼❱❙✐♠
❋✐♥❛❧❡♠❡♥+✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡, ❧❡% ❛♣♣,♦❝❤❡% ❞❡ ❞>❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ♠❛+,✐❝❡% ❞❡ ,❡❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❣,❛♥❞❡
+❛✐❧❧❡ ♣,>%❡♥+>❡% ❞❛♥% ❧❛ ❙❡❝✳ ■■■✲✻✳✷✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥%+,✉✐+ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡%
✐%%✉% ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% ◆●✷✵ >❣❛❧❡♠❡♥+
✶✸
✳ ❈♦♥+,❛✐,❡♠❡♥+ ❛✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡%
♠♦♥♦✈✉❡% ❞>❝,✐+% ❞❛♥% ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✶✳✶✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✜①> ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❝❧❛%%❡% H ✶✵ ✭❞♦♥♥>❡% ❞❛♥%
❧❛ ❚❛❜✳ ✼✮✱ ❡+ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❢❛✐+ ✈❛,✐❡, H ❧❛ ❢♦✐% ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% %>❧❡❝+✐♦♥♥>% ♣❛, ❝❧❛%%❡✱ ❡+
>❣❛❧❡♠❡♥+ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ♠♦+% %>❧❡❝+✐♦♥♥>% ❡♥ ✉+✐❧✐%❛♥+ +♦✉❥♦✉,% ❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ ❞❡% k✲♠❡❞♦R❞❡%✳
❆✐♥%✐✱ ♥♦✉% ❞✐%♣♦%♦♥% ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡% ❤♦♠♦❣S♥❡%✱ ♠❛✐% ❛②❛♥+ ❞❡% +❛✐❧❧❡%
❞✐✛>,❡♥+❡%✳
◆♦♠ ❞❡% ❝❧❛%%❡%
◆●✷✵✲%♣❧✐+
❝♦♠♣✳❣,❛♣❤✐❝%✱ ♠✐%❝✳❢♦,%❛❧❡✱ ,❡❝✳❛✉+♦%✱ ,❡❝✳%♣♦,+✳❜❛%❡❜❛❧❧✱
,❡❝✳%♣♦,+✳❤♦❝❦❡②✱ %❝✐✳❝,②♣+✱ %❝✐✳♠❡❞✱ %❝✐✳%♣❛❝❡✱
%♦❝✳,❡❧✐❣✐♦♥✳❝❤,✐%+✐❛♥✱ +❛❧❦✳♣♦❧✐+✐❝%✳♠✐❞❡❛%+
❚❛❜❧❡ ✼ ✕ ◆♦♠% ❞❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡% ◆●✷✵✲%♣❧✐/✱ ✉/✐❧✐%.❡ ♣♦✉3 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥
❞❡ ▼❱❙✐♠ @ ✉♥❡ ♠❛/3✐❝❡ ❞❡ ❣3❛♥❞❡ /❛✐❧❧❡✳
▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% ♣❛, ❝❧❛%%❡ ❡%+ ♣❛,♠✐ ✈40, 80, 160, 320, 640✇✱ ❝❡ ;✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ +♦+❛❧
❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% ❡♥+,❡ ✹✵✵ ❡+ ✻✹✵✵✳ ▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ♠♦+% ❡%+ ;✉❛♥+ H ❧✉✐ ♣❛,♠✐ ✈250, 500, 1000, 2000,
4000✇✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ♣♦✉, ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥%+,✉✐+ ✶✵ >❝❤❛♥+✐❧❧♦♥%✱ ❛✜♥
❞❡ ♣♦✉✈♦✐, ❝❛❧❝✉❧❡, ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡+ ❧✬>❝❛,+✲+②♣❡ ❞❡% ♠❡%✉,❡% ❞✬>✈❛❧✉❛+✐♦♥✳
■❱✲✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ χ✲❙✐♠ / ❧❛ ❝❧❛00✐✜❝❛*✐♦♥
❉❛♥% ❝❡++❡ %❡❝+✐♦♥✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ✉+✐❧✐%❡, ❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲%✐♠✐❧❛,✐+> χ✲❙✐♠ ♣♦✉,
❝❛❧❝✉❧❡, ❧❛ ♠❛+,✐❝❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛,✐+> S1✱ ;✉✐ ❝♦♥+✐❡♥+ ❧❡% %✐♠✐❧❛,✐+>% ❡♥+,❡ +♦✉+❡% ❧❡% ♣❛✐,❡% ❞❡%
✐♥%+❛♥❝❡% ❞❡ X1 ♣♦✉, +♦✉% ❧❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡% ❞>❝,✐+% ❞❛♥% ❧❛ ❚❛❜✳ ✷✳ ●>♥>,❛❧❡♠❡♥+ X1 ,❡♣,>✲
%❡♥+❡,❛ ❞❡% ❞♦❝✉♠❡♥+% +❡①+✉❡❧% ✭❛,+✐❝❧❡% %❝✐❡♥+✐✜;✉❡%✱ ♣❛❣❡% ✐♥+❡,♥❡+✱ ❡+❝✳✮✱ ♠❛✐% >❣❛❧❡♠❡♥+ ❞❡%
✜❧♠% ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥>❡% ■▼❉❜✳ ◆♦✉% ❝♦♠♣❛,❡,♦♥% ❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ H ♣❧✉%✐❡✉,% ❛✉+,❡%
♠>+❤♦❞❡% ❞❡ ❧✬>+❛+ ❞❡ ❧✬❛,+ ♣,>%❡♥+>❡% ❞❛♥% ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■✳ ◆♦✉% >+✉❞✐❡,♦♥% ❞❡ ♣❧✉% ❧❛ %❡♥%✐❜✐❧✐+>
❞❡% ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡% ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♣❛, ,❛♣♣♦,+ H ❝❡% ❞✐✛>,❡♥+% ♣❛,❛♠S+,❡%✳
✶✸✳ ❆❝❝❡00✐❜❧❡ 6 ❧❛ ♣❛❣❡ ❤!!♣✿✴✴♣❡♦♣❧❡✳❝*❛✐❧✳♠✐!✳❡❞✉✴❥1❡♥♥✐❡✴✷✵◆❡✇*❣1♦✉♣*✴
✽✹
❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠
■❱✲✷✳✶ ▼'(❤♦❞♦❧♦❣✐❡
❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ♣,-❝✐&- ❞❛♥& ❧✬✐♥1,♦❞✉❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✶✱ ❧❡ 1②♣❡ ❞✬♦❜❥❡1& <✉❡ ♥♦✉&
❝❤❡,❝❤♦♥& > ❝❧❛&&✐✜❡, ❡&1 1♦✉❥♦✉,& X1✱ ♣♦✉, ❧❡<✉❡❧ ♥♦✉& ❞✐&♣♦&♦♥&✱ ♣♦✉, ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ &❡& ✐♥&✲
1❛♥❝❡&✱ ❞✬✉♥❡ -1✐<✉❡11❡ ❝♦,,❡&♣♦♥❞❛♥1 > &❛ ❝❧❛&&❡ ,-❡❧❧❡✳ ❆✐♥&✐✱ ♥♦✉& ❛❧❧♦♥& ❝❧❛&&✐✜❡, ❧❡& ✐♥&✲
1❛♥❝❡& ❞❡ X1✱ > ♣❛,1✐, ❞❡ ❞✐✛-,❡♥1❡& ♠-1❤♦❞❡& ✕ ❞♦♥1 χ✲❙✐♠ ✕ ❡1 ❝♦♠♣❛,❡, ❧❡& ❝❧❛&&❡& ♣,-❞✐1❡&
❛✈❡❝ ❧❡& ❝❧❛&&❡& ,-❡❧❧❡& ❞❡ ❝❡& ✐♥&1❛♥❝❡&✱ > ❧✬❛✐❞❡ ❞❡& ❞✐✛-,❡♥1❡& ♠❡&✉,❡& ♣,-&❡♥1-❡& ❞❛♥& ❧❛
❙❡❝✳ ■✲✺✳ ◆♦✉& ♣,✐✈✐❧-❣✐❡,♦♥& ❧✬✉1✐❧✐&❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,-❝✐&✐♦♥ ♠✐❝,♦✲♠♦②❡♥♥-❡ ✭G,✮ ❝❛, ❝✬❡&1 ❝❡❧❧❡
<✉✐ ❡&1 ❧❛ ♣❧✉& ✐♥1✉✐1✐✈❡✱ ❡1 ❧❡& ❛✉1,❡& ♠❡&✉,❡& &❡,♦♥1 ✉1✐❧✐&-❡& ♣♦♥❝1✉❡❧❧❡♠❡♥1✱ ❧♦,&<✉❡ ♥♦✉&
♥❡ ❞✐&♣♦&♦♥& ♣❛& ❞❡ ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥1❛1✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠-1❤♦❞❡ ❡1 <✉❡ ♥♦✉& ❝✐1♦♥& &✐♠♣❧❡♠❡♥1 ❧❡ ,-✲
&✉❧1❛1 <✉✬❡❧❧❡ ♦❜1✐❡♥1✳ ■❧ ❡&1 -❣❛❧❡♠❡♥1 ✐♠♣♦,1❛♥1 ❞❡ ♣,-❝✐&❡, <✉❡ ❞❛♥& ❧❛ ♣❧✉♣❛,1 ❞❡& ❝❛&✱
❧❡& ❝♦♠♣❛,❛✐&♦♥& ❞❡& ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡& ❞❡ ❞✐✛-,❡♥1❡& ♠-1❤♦❞❡& &♦♥1 ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥1❡& ❞❡ ❧❛ ♠❡&✉,❡
✉1✐❧✐&-❡✳
▲❡& ♠-1❤♦❞❡& ❛✉①<✉❡❧❧❡& ♥♦✉& ❛❧❧♦♥& ❝♦♠♣❛,❡, ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ χ✲❙✐♠ &♦♥1 ❧❡& &✉✐✈❛♥1❡& ✿
✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛,✐1- ❞✉ ❈♦&✐♥✉&✱
✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ▲❙❆ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ▲❛"❡♥" ❙❡♠❛♥"✐❝ ❆♥❛❧②,✐,✮ ❞❡ ❉❡❡,✇❡&1❡, ❡" ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮✱
✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❙◆❖❙ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ❙✐♠✐❧❛.✐"② ✐♥ ◆♦♥✲❖."❤♦❣♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡,✮ ❞❡ ▲✐✉ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱
✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❈❚❑ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ❈♦♠♠✉"❡✲❚✐♠❡ ❑❡.♥❡❧✮ ❞❡ ❨❡♥ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱
✌ ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ ■❚❈❈ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ■♥❢♦.♠❛"✐♦♥ ❚❤❡♦.② ❈♦✲❈❧✉,"❡.✐♥❣✮ ❞❡ ❉❤✐❧❧♦♥ ✭✷✵✵✶✮✱
✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ✐&&✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♦,✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❇✐&&♦♥ ❡1 ❍✉&&❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✳
❊①❝❡♣1- ❙◆❖❙✱ ❝❡& ♠-1❤♦❞❡& ♦♥1 1♦✉1❡& -1- ♣,-&❡♥1-❡& ❞❛♥& ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■✱ ❡1 ❞❛♥& ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■
♣♦✉, ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♦,✐❣✐♥❛❧✳ ▲❛ ♠❡&✉,❡ ❙◆❖❙ ❛ -1- ❞-✈❡❧♦♣♣-❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞❡ ❧❛
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❝❡❧❧❡ 0✉✐ ❛✉"❛ ❧❡ ♠♦✐♥+ ❜♦♥ ✉♥ "❛♥❣ ❞❡ ✼✳ ▲❛ ❚❛❜✳ ✾ ♣",+❡♥'❡ ❧❡+ "❛♥❣+ ♠♦②❡♥+ ✭❛++♦❝✐, 2 ❧❡✉"
,❝❛"'✲'②♣❡✮ ❞❡+ ♠,'❤♦❞❡+ ✉'✐❧✐+,❡+ +✉" ❧❡+ ✷✺ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡+✳
❈♦+✐♥✉+ ▲❙❆ ❙◆❖❙ ❈❚❑ ■❚❈❈
χ✲❙✐♠
♦"✐❣✐♥❛❧
χ✲❙✐♠
5,0✟ 1,0 2,5✟ 1,3 5,8✟ 1,2 4,3✟ 2,0 4,0✟ 1,4 4,9✟ 1,7 ✶✱✹✟ ✵✱✺
❚❛❜❧❡ ✾ ✕ ❘❛♥❣& ♠♦②❡♥& ❞❡& ♠,-❤♦❞❡& ❝♦♠♣❛1,❡&✱ ❝❛❧❝✉❧,& 5 ♣❛1-✐1 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜✳ ✽✳
●"X❝❡ 2 ❝❡''❡ ❛♥❛❧②+❡ ❞❡+ "❛♥❣+ ♠♦②❡♥+✱ ♥♦✉+ ♦❜'❡♥♦♥+ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥✜"♠❛'✐♦♥ 0✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❡"+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♦❜'✐❡♥' ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉"❡ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡✱ ❛✈❡❝ ▲❙❆ ❡♥
+❡❝♦♥❞❡ ♣♦+✐'✐♦♥✳ ■❧ ❡+' ✐♥',"❡++❛♥' ❞❡ "❡♠❛"0✉❡" 0✉❡ ❧✬❛❧❣♦"✐'❤♠❡ ❈❚❑✱ ❜✐❡♥ 0✉✬♦❜'❡♥❛♥'
❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉" ",+✉❧'❛' +✉" ✷ ❞❡+ ✷✺ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡+✱ ♦❜'✐❡♥' ✉♥ "❛♥❣ ♠♦②❡♥ ❛++❡③ ,❧❡✈, ❝❛"
+❡+ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡+ +✉" ❧❡+ ❛✉'"❡+ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡+ +♦♥' ♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡+✳ ❈❡''❡ ✈❛"✐❛❜✐❧✐', ❞❡ ❧❛
♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐'❤♠❡ ❈❚❑ +❡ "❡'"♦✉✈❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉"+ ❞❛♥+ ❧❡ ❣"❛♥❞ ,❝❛"'✲'②♣❡ ❞❡ +❡+ "❛♥❣+
♠♦②❡♥+ ❞❛♥+ ❧❛ ❚❛❜✳ ✾✳
❉❡ ♣❧✉+✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉+ +❡"❛ ✉'✐❧❡ ❞❛♥+ ❧❛ ♣❛"'✐❡ +✉✐✈❛♥'❡✱ ✐❧ ❡+' ✐♥',"❡++❛♥' ❞✬♦❜+❡"✈❡" 0✉❡❧❧❡
♠,'❤♦❞❡ ♦❜'✐❡♥' ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉" ",+✉❧'❛' '♦✉'❡+ ✈✉❡+ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡+ ♣♦✉" ❝❤❛0✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥,❡+✳
▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡"+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♦❜'✐❡♥' ❛✐♥+✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉" ",+✉❧'❛' ♣♦✉" ✻ ❞❡+ ✽
❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡+ ♠✉❧'✐✈✉❡+✱ ❡' ❧❡ +❡❝♦♥❞ ♠❡✐❧❧❡✉" ",+✉❧'❛' ❞❛♥+ ❧❡+ ✷ "❡+'❛♥'+ ✭❲❛+❤✐♥❣'♦♥ ❡'
❘❡✉'❡"+❊◆✮✱ ♣♦✉" ❧❡+0✉❡❧+ ▲❙❆ ♦❜'✐❡♥' ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉" +❝♦"❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❝❡''❡ +❡❝'✐♦♥✱ ❡' ♣♦✉" ♥✉❛♥❝❡" ❝❡''❡ ❛♥❛❧②+❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
"✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ ♥♦'♦♥+ 0✉❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ♣✉ ❧❡ '❡+'❡" ❡♥ ❢❛✐+❛♥' ✈❛"✐❡" +❡+ ♣❛"❛♠H'"❡+ ❞❛♥+ ❞❡+
✐♥'❡"✈❛❧❧❡+ 0✉❡ ♥♦✉+ +❛✈♦♥+ ✐♥',"❡++❛♥'+✱ ❛❧♦"+ 0✉❡ ♣♦✉" ❝❡"'❛✐♥❡+ ♠,'❤♦❞❡+ ✕ ❙◆❖❙ ❡' ❈❚❑
❡♥ ♣❛"'✐❝✉❧✐❡" ✕ ♥♦✉+ ❞✐+♣♦+♦♥+ ❞❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦"♠❛'✐♦♥ +✉" ❧❛ ❞,'❡"♠✐♥❛'✐♦♥ ❞❡+ ♣❛"❛♠H'"❡+✱ ❡'
✽✽
❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠
♥♦✉# ❧❡# ❛✈♦♥# ❞♦♥❝ ♣❡✉ ♦✉ ♣❛# ❢❛✐- ✈❛.✐❡.✳ ■❧ ❡#- ❛❧♦.# ♣♦##✐❜❧❡ 2✉✬❡♥ .❡✲-❡#-❛♥- ❝❡# ♠6-❤♦❞❡#
❛✈❡❝ ♣❧✉# ❞❡ ✈❛❧❡✉.# ♣♦✉. ❧❡✉.# ♣❛.❛♠8-.❡#✱ ❧❡✉.# ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡# #✬❛♠6❧✐♦.❡♥-✳
■❱✲✷✳✸ ❙❡♥)✐❜✐❧✐-. ❛✉① ♣❛3❛♠5-3❡)
❉❛♥# ❝❡--❡ #❡❝-✐♦♥✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# 6-✉❞✐❡. ❧❛ #❡♥#✐❜✐❧✐-6 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠ < ❝❡# -.♦✐# ♣❛.❛✲
♠8-.❡# ✿
✌ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬✐-6.❛-✐♦♥# T ✱ 2✉❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❢❛✐.❡ ✈❛.✐❡. ❡♥-.❡ ✶ ❡- ✶✵ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛# ❞❡ ✶ ❀
✌ ❧❡ ♣❛.❛♠8-.❡ ❞❡ ♣#❡✉❞♦✲♥♦.♠❡ k✱ 2✉❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❢❛✐.❡ ✈❛.✐❡. ❡♥-.❡ 0,6 ❡- 1,2 ❛✈❡❝ ✉♥
♣❛# ❞❡ 0,2 ❀
✌ ❧❡ ♣❛.❛♠8-.❡ ❞❡ #❡✉✐❧❧❛❣❡ p✱ 2✉❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❢❛✐.❡ ✈❛.✐❡. ❡♥-.❡ 0 ❡- 0,8 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛# ❞❡
0,2✳
A♦✉. ✈❛❧✐❞❡. ❧❛ .♦❜✉#-❡##❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ ✈✐#✲<✲✈✐# ❞❡ ❝❡# ♣❛.❛♠8-.❡#✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# .6❛❧✐#❡.
✸ ❣.❛♣❤❡# ♣❡.♠❡--❛♥- ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❛♥❛❧②#❡. ❧❡# ✈❛.✐❛-✐♦♥# ❞❡ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡# ❡♥ -❡.♠❡ ❞❡ ♣.6❝✐✲
#✐♦♥ ♠✐❝.♦✲♠♦②❡♥♥6❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛# #✉.❝❤❛.❣❡. ❧❡# ❣.❛♣❤❡#✱ ♥♦✉# ♥❡
-.❛❝❡.♦♥# ❧❡# ❝♦✉.❜❡# 2✉❡ ♣♦✉. 2✉❡❧2✉❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥6❡# .❡♣.6#❡♥-❛-✐❢#✱ #❛❝❤❛♥- 2✉❡ ❧❡# ✈❛✲
.✐❛-✐♦♥# #♦♥- #❡♠❜❧❛❜❧❡# ♣♦✉. ❧❡# ❛✉-.❡#✳ ❈❤❛2✉❡ ♣♦✐♥- #❡.❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣.6❝✐#✐♦♥
♠✐❝.♦✲♠♦②❡♥♥6❡ ♣♦✉. ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥6❡#✱ ❡- ❧❡# ❜❛..❡# ❞✬❡..❡✉. .❡♣.6#❡♥-❡♥- ❧❡# 6❝❛.-#✲-②♣❡#✳
▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡- ❧✬6❝❛.-✲-②♣❡ ♣♦✉. ❝❤❛2✉❡ ♣♦✐♥- ❡#- ❝❛❧❝✉❧6❡ < ♣❛.-✐. ❞❡# ❞✐✛6.❡♥-# 6❝❤❛♥-✐❧❧♦♥#
❞✉ ❥❡✉✱ ❡- ❛✉##✐ ❞❡# ❞✐✛6.❡♥-❡# ✈❛❧❡✉.# ❞❡# ❛✉-.❡# ♣❛.❛♠8-.❡#✳
▲❛ ❋✐❣✳ ✷✷ .❡♣.6#❡♥-❡ ❧❛ ✈❛.✐❛-✐♦♥ ❞❡ ♣.6❝✐#✐♦♥ ♠✐❝.♦✲♠♦②❡♥♥6❡ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜.❡ ❞✬✐-6✲
.❛-✐♦♥# T ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ❖♥ ♦❜#❡.✈❡ ✉♥❡ ♥❡--❡ ❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥- ❧❡# ✸ ♣.❡♠✐8.❡#
✐-6.❛-✐♦♥#✱ ♣✉✐# ✉♥❡ ❧❡♥-❡ ❞6❣.❛❞❛-✐♦♥ ❥✉#2✉✬< ❧❛ ❞✐①✐8♠❡ ✐-6.❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡✳ ❖♥ ♥♦-❡
2✉❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦.-❡♠❡♥- ❡#- #✐♠✐❧❛✐.❡ ♣♦✉. -♦✉# ❧❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥6❡# ♦❜#❡.✈6#✱ ❡- ❝❡❧❛ ❝♦♥✜.♠❡
♥♦-.❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡ ♣❛# ❧❛✐##❡. ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ ❛❧❧❡. ❛✉ ❞❡❧< ❞❡ ❧❛ 2✉❛-.✐8♠❡ ✐-6.❛-✐♦♥ ❞❛♥# ♥♦#
❡①♣6.✐♠❡♥-❛-✐♦♥#✳
▲❛ ❋✐❣✳ ✷✸ .❡♣.6#❡♥-❡ ❧❛ ✈❛.✐❛-✐♦♥ ❞❡ ♣.6❝✐#✐♦♥ ♠✐❝.♦✲♠♦②❡♥♥6❡ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ♣❛.❛♠8-.❡
❞❡ ♣#❡✉❞♦✲♥♦.♠❡ k ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ❖♥ ♦❜#❡.✈❡ 2✉❡ ❧❛ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡
❡#- -.8# #-❛❜❧❡ ✈✐#✲<✲✈✐# ❞❡ ❝❡ ♣❛.❛♠8-.❡✱ ❝❡ 2✉✐ ❞6♠♦♥-.❡ ❧❛ .♦❜✉#-❡##❡ ❞❡ ❧❛ ♠6-❤♦❞❡✳ ❖♥
.❡♠❛.2✉❡ 2✉❡ ♠N♠❡ #✐ ❧❛ ♣.♦♣.✐6-6 ❞❡ #❡♠✐✲❞6✜♥✐❡ ♣♦#✐-✐✈✐-6 ❞❡# ♠❛-.✐❝❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛.✐-6# 2✉✐
#♦♥- ❝❛❧❝✉❧6❡# ♣❛. ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ ❡#- ✉♥✐2✉❡♠❡♥- ❣❛.❛♥-✐❡ ♣♦✉. k ✏ 1✱ ❧❡# ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡# ♥❡
#♦♥- ♣❛# ❞6❣.❛❞6❡# ♣❛. ❞❡# ✈❛❧❡✉.# ❞❡ k ✐♥❢6.✐❡✉.❡# < ✶✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ♥♦✉# .❛♣♣❡❧♦♥# 2✉❡ ❝✬❡#-
❧✬♦❜#❡.✈❛-✐♦♥ ❞✉ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦.-❡♠❡♥- ❞❡ ❧❛ ♥♦.♠❡ Lk ♣❛. ❆❣❣❛.✇❛❧ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ❞❛♥( ❞❡( ❡(♣❛❝❡(
, ❣.❛♥❞❡( ❞✐♠❡♥(✐♦♥( ♣♦✉. ❞❡( ✈❛❧❡✉.( ❞❡ k ♣❧✉( ♣❡5✐5❡( 6✉❡ ✶ 6✉✐ ❛ ✐♥(♣✐.7 ❧✬✐♥5.♦❞✉❝5✐♦♥ ❞❡
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✭✷✵✶✶✮
❉❡ ♣❧✉&✱ ♥♦✉& ✉-✐❧✐&❡/♦♥& -/♦✐& ✈❡/&✐♦♥& ✓ ♥❛O✈❡& ✔ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ▼❱❙✐♠✱ ♣♦✉/ ❧❡&5✉❡❧❧❡&
TMV ✏ 1 ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡/ ❧❛ ♣/♦♣♦&✐-✐♦♥ 5✉❡ ❧❡ ❢❛✐- ❞❡ ❢❛✐/❡ ❧❡& ✐-0/❛-✐♦♥& ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧
♣❡/♠❡- ✉♥ ♣❛/-❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦/♠❛-✐♦♥ ❡♥-/❡ ❧❡& ✈✉❡& ✿
✌ ❧❛ ♠❡&✉/❡ ❈♦&✐♥✉& ▼❱ ❡&- ✉♥❡ &✐♠♣❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡& ♠❡&✉/❡& ❞❡ ❈♦&✐♥✉&✱ ❡- ♥♦✉& ❧✬❛
❝♦♥&✐❞0/♦♥& ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ &✐♠✐❧❛/✐-0 ❞✉ ❈♦&✐♥✉& ♠✉❧-✐✈✉❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦//❡&♣♦♥❞ < ▼❱❙✐♠ ❛✈❡❝
k ✏ 1✱ p ✏ 0✱ α♣t" ✏ 1 ❡- F ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳
✌ ❧❛ ♠❡&✉/❡ χ✲❙✐♠✰▼♦②❡♥♥❡ /❡♣/0&❡♥-❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦❝❛❧ ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡& ✈✉❡&✮ ❞❡ ❝♦✲
&✐♠✐❧❛/✐-0&✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❣/0❣❛-✐♦♥ &❡✉❧❡♠❡♥- < ❧❛ ✜♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦//❡&♣♦♥❞ < ▼❱❙✐♠ ❛✈❡❝
T ✏ 4✱ α♣t" ✏ 1 ❡- F ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳
✌ ❧❛ ♠❡&✉/❡ χ✲❙✐♠✰❈❙U❆ /❡♣/0&❡♥-❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦❝❛❧ ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡& ✈✉❡&✮ ❞❡ ❝♦✲&✐♠✐❧❛/✐-0&✱
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❣/0❣❛-✐♦♥ ❜❛&0❡ &✉/ ✉♥❡ ♠0-❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥&❡♥&✉& ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛-✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦//❡&✲
♣♦♥❞ < ▼❱❙✐♠ ❛✈❡❝ T ✏ 4✱ α♣t" ✏ 1 ❡- F ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❈❙U❆✳
U♦✉/ ❧❡& ❞❡✉① ❞❡/♥✐B/❡& ♠0-❤♦❞❡&✱ ❧❡& ✈❛❧❡✉/& ♣♦✉/ ❧❡& ♣❛/❛♠B-/❡& k ❡- p ✈❛/✐❡♥- ❞❛♥& ❧❡&
♠V♠❡& ✐♥-❡/✈❛❧❧❡& 5✉❡ ❞❛♥& ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✷✳ ◆♦-♦♥& 5✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞✬✐-0/❛-✐♦♥& T ❞❡& ✐♥&-❛♥❝❡& ❞❡
❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♥✬❡&- ❞✬♦/❞✐♥❛✐/❡ ♣❛& ❝♦♥&✐❞0/0 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛/❛♠B-/❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❝❛/ ✐❧ ❡&-
✜①0 < ✶✱ ❡- ❧❡& ✐-0/❛-✐♦♥& &❡ ❢♦♥- ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧✳ ▲❛ ♠0-❤♦❞❡ χ✲❙✐♠✰▼♦②❡♥♥❡ /❡♣/0&❡♥-❡ ✉♥❡
❡①-❡♥&✐♦♥ ♥❛O✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❛✉① ❞♦♥♥0❡& ♠✉❧-✐✈✉❡&✱ ❡- ❧❛ ♠0-❤♦❞❡ χ✲❙✐♠✰❈❙U❆
❢♦✉/♥✐- ✉♥❡ ❝♦♠♣❛/❛✐&♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠0-❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥&❡♥&✉& ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛-✐♦♥✳
❈❡& -/♦✐& ♠0-❤♦❞❡& ♥♦✉& ❢♦✉/♥✐/♦♥& ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛/❛✐&♦♥ ❞❡ ❜❛&❡✱ ❝❛/ ❡❧❧❡& &♦♥- ❞❡& ✈❡/&✐♦♥&
♥❛O✈❡& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ▼❱❙✐♠✱ 5✉✐ ♥✬✉-✐❧✐&❡♥- ♣❛& ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✬❛❣/0❣❛-✐♦♥ ❆❣❣✱ ❡- ♣❛& ❧❛ /0✲
✐♥✐-✐❛❧✐&❛-✐♦♥ ❞❡& ✐♥&-❛♥❝❡& ❞❡ χ✲❙✐♠✳
U❛/ ❛✐❧❧❡✉/&✱ ❧❡& ❛✉-❡✉/& ❞❡ ❧✬❡①-❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ❞❡& k✲♠♦②❡♥♥❡& ❛✉① ❞♦♥♥0❡& ♠✉❧✲
-✐✈✉❡& ✭❉/♦&- ❡# ❛❧✳ ✷✵✵✻✮ ♥✬♦♥- ♣❛& 0-0 ❡♥ ♠❡&✉/❡ ❞❡ ♥♦✉& ❢♦✉/♥✐/ ✉♥❡ ✐♠♣❧0♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡
❧❡✉/ ❛❧❣♦/✐-❤♠❡✱ ♠❛✐& ♦♥- ♣✉❜❧✐0 ❧❡& /0&✉❧-❛-& ❞❡ ❧❡✉/ ♠0-❤♦❞❡ &✉/ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥0❡& ❈✐-❡❙❡❡/✳
❆✐♥&✐✱ ♥♦✉& ♥❡ ♣♦✉//♦♥& ♣❛& -❡&-❡/ ❝❡- ❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ✕ 5✉❡ ♥♦✉& ❞0&✐❣♥❡/♦♥& ♣❛/ ▼❱❑▼ ❞❛♥& ❧❛
&✉✐-❡ ✕ &✉/ ❧❡& ✽ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥0❡& ♠✉❧-✐✈✉❡& ❞♦♥- ♥♦✉& ❞✐&♣♦&♦♥&✱ ♠❛✐& ♥♦✉& ❝♦♠♣❛/❡/♦♥& &❡&
/0&✉❧-❛-& &✉/ ❈✐-❡❙❡❡/ ❛✈❡❝ ▼❱❙✐♠✳
✾✷
❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠
❆ ❧✬✐♥%&❛( ❞❡% ♠❡%✉(❡% ❞❡ %✐♠✐❧❛(✐&-% ♠♦♥♦✈✉❡% ✉&✐❧✐%-❡% ❞❛♥% ❧❛ %❡❝&✐♦♥ ♣(-❝-❞❡♥&❡✱ ♥♦✉%
✉&✐❧✐%❡(♦♥% ♣♦✉( ❧❡% ♠❡%✉(❡% ❈♦%✐♥✉% ▼❱✱ χ✲❙✐♠✰▼♦②❡♥♥❡ ❡& χ✲❙✐♠✰❈❙9❆✱ ❛✐♥%✐ :✉❡ ♣♦✉(
❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ❞❡ ❈❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ❆%❝❡♥❞❛♥&❡ ❍✐-(❛(❝❤✐:✉❡ ✭❈❆❍✮ ❛✈❡❝ ❧❡
❝(✐&A(❡ ❞❡ ❲❛(❞ ✭♣(-%❡♥&- ❞❛♥% ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✷✳✷✳❜✮✱ ♣♦✉( ❝♦♥%&(✉✐(❡ ✉♥ ❞❡♥❞(♦❣(❛♠♠❡✱ :✉❡ ♥♦✉%
❝♦✉♣❡(♦♥% ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥♦✉% ❢♦✉(♥✐%%❛♥& ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❝❧❛%%❡% ❞-%✐(-✳ ▲❛ ♠❛&(✐❝❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛(✐&- S1
%❡(❛ ❛❧♦(% ♣♦✉( ❝❡❧❛ &(❛♥%❢♦(♠-❡ ❡♥ ♠❛&(✐❝❡ ❞❡ ❞✐%&❛♥❝❡ ❡♥ ✉&✐❧✐%❛♥& ❧❛ &(❛♥%❢♦(♠❛&✐♦♥ %✐♠♣❧❡
%✉✐✈❛♥&❡ ✿ ❧❛ ❞✐%&❛♥❝❡ d♣x
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♣1!
j ! ❡♥&(❡ ❞❡✉① ✐♥%&❛♥❝❡% ❞❡ X1 ❡%& ❞-✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ 1✁ s
♣1!
ij ✳
❈♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✐♠♣❧-♠❡♥&- ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡♥ 9②&❤♦♥✱ ❡♥
✉&✐❧✐%❛♥& ❧❛ ❜✐❜❧✐♦&❤A:✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ %❝✐❡♥&✐✜:✉❡ ❙❝✐9② ✭❏♦♥❡% ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✶✮✳ ◗✉❛♥& P ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡
▼❱❙❈✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉&✐❧✐%- ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥&❛&✐♦♥ ❢♦✉(♥✐❡ ♣❛( %❡% ❛✉&❡✉(% ✭❑✉♠❛( ❡& ❉❛✉♠❡ ■■■
✷✵✶✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉( ❧❡% ♠❡%✉(❡% ❞❡ %✐♠✐❧❛(✐&- ♠♦♥♦✈✉❡%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉&✐❧✐%- ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❈❆❍ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ♣②&❤♦♥♠❧♣② ✭❆❧❜❛♥❡%❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✱ ❞-❞✐- P ❧✬❛♣♣(❡♥&✐%%❛❣❡ ❛✉&♦♠❛&✐:✉❡
✶✺
✳
❈♦♥❝❡(♥❛♥& ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ▼❱❙❈✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉&✐❧✐%- ❧❡% ♣❛(❛♠A&(❡% ✉&✐❧✐%-% ♣❛( ❞-❢❛✉& ♣❛(
❧❡% ❛✉&❡✉(% ❞❛♥% ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥&❛&✐♦♥ :✉✬✐❧% ♥♦✉% ♦♥& ❢♦✉(♥✐❡✱ P %❛✈♦✐( :✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬✐&-(❛&✐♦♥%
❛ -&- ✜①- P ✺✱ ❡& ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ✈❡❝&❡✉(% ♣(♦♣(❡% ✉&✐❧✐%-% ♣♦✉( ❧❛ ♣(♦❥❡❝&✐♦♥ P 1,5✳ 9(-❝✐%♦♥%
-❣❛❧❡♠❡♥& :✉❡ ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ♥❡ ❢♦✉(♥✐& ❛❧♦(% ♣❛% ✉♥❡ %❡✉❧❡ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ♣❛( ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥-❡%✱
♠❛✐% ✉♥❡ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ♣❛( ✐&-(❛&✐♦♥ ❡& ♣❛( ✈✉❡✳ ❆✐♥%✐✱ ♥♦✉% (❡♣♦(&❡(♦♥% ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉( (-%✉❧&❛&
♦❜&❡♥✉✱ &♦✉&❡% ✐&-(❛&✐♦♥% ❡& &♦✉&❡% ✈✉❡% ❝♦♥❢♦♥❞✉❡%✳
❘❛♣♣❡❧♦♥% ✐❝✐ :✉❡ ❧❡% ♣❛(❛♠A&(❡% ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ▼❱❙✐♠ %♦♥& ✿
✌ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬✐&-(❛&✐♦♥% TMV :✉❡ ♥♦✉% ✜①♦♥% P ✶✵ ❀
✌ ❧❡ ♣❛(❛♠A&(❡ ❞❡ ♣%❡✉❞♦✲♥♦(♠❡ k ❞❡% ✐♥%&❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ :✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❢❛✐& ✈❛(✐❡( ❡♥&(❡
0,6 ❡& 1,2 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛% ❞❡ 0,2 ❀
✌ ❧❡ ♣❛(❛♠A&(❡ ❞❡ %❡✉✐❧❧❛❣❡ p ❞❡% ✐♥%&❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ :✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❢❛✐& ✈❛(✐❡( ❡♥&(❡ 0 ❡&
0,8 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛% ❞❡ 0,2 ❀
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χ✲❙✐♠
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▼❱❙❈ ▼❱❙✐♠
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✭χ✲❙✐♠✱ V1✮
0,191 0,298 0,293 0,296 ✵✱✸✹✼
❈♦*❛
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✭χ✲❙✐♠✱ V2✮
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❈✐3❡❙❡❡*
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✭χ✲❙✐♠✱ V2✮
0,405 0,582 0,573 0,578 ✵✱✻✸✺
❈♦*♥❡❧❧
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✭χ✲❙✐♠✱ V2✮
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❚❡①❛%
✵✱✼✷✷
✭χ✲❙✐♠✱ V2✮
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❲❛%❤✐♥❣3♦♥
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✭▲❙❆✱ V2✮
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❲✐%❝♦♥%✐♥
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❘❡✉3❡*%❊◆
✵✱✻✵✶
✟ 0,031
✭▲❙❆✱ V2✮
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✟ 0,025
0,473
✟ 0,023
0,492
✟ 0.027
0,510
✟ 0,017
0,509
✟ 0,056
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Agrégation élémentaire F
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❋✐❣✉$❡ ✷✽ ✕ ❱❛%✐❛'✐♦♥* ❞❡* ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡* ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♣❛%❛♠1'%❡ ❞✬❛♠♦%'✐**❡♠❡♥' λ✳ ▲❡*
✈❛❧❡✉%* *♦♥' ❧❡* ♠♦②❡♥♥❡* ✭❡' :❝❛%'*✲'②♣❡*✮ ❞❡* ♣%:❝✐*✐♦♥* ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥:❡* ♣♦✉% ❞✐✛:✲
%❡♥'❡* ✈❛❧❡✉%* ❞❡* ♣❛%❛♠1'%❡* %❡*'❛♥'*✳
❞♦♥♥#❡% ❞❡ &❛✐❧❧❡ ❞✐✛#+❡♥&❡✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♣♦✉✈♦✐+ ❢❛✐+❡ ✈❛+✐❡+ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡%✱
❧❡ ♥♦♠❜+❡ &♦&❛❧ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥&% ❡& ❞❡ ♠♦&%✱ ❡& ♦❜%❡+✈❡+ ❧❡% ✈❛+✐❛&✐♦♥% ❞❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ 5✉✐ ❡♥
+#%✉❧&❡♥&✳
■❱✲✹✳✶ ❉'❝♦✉♣❛❣❡ /❡❧♦♥ ✉♥❡ /❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥
❉❛♥% ❝❡&&❡ %❡❝&✐♦♥✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ❛♣♣❧✐5✉❡+ ❧❡ ♣+♦&♦❝♦❧❡ 5✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣+♦♣♦%# ❞❛♥% ❧❛
❙❡❝✳ ■■■✲✻✳✷✳❛✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞#❝♦✉♣❡+ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❝♦❧♦♥♥❡% ❞✬✉♥❡ ♠❛&+✐❝❡ ❞❡ ❣+❛♥❞❡ &❛✐❧❧❡ R ❡♥
M %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡%✳ ◆♦✉% ❛✈✐♦♥% ❛❧♦+% ❝❛❧❝✉❧# ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ &❡♠♣% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡& ❧✬❡%♣❛❝❡ ♠#♠♦✐+❡
♦❜&❡♥✉ ❡♥ ✉&✐❧✐%❛♥& ✉♥❡ &❡❧❧❡ ❛♣♣+♦❝❤❡✱ ♣❛+ +❛♣♣♦+& A ❧✬✉&✐❧✐%❛&✐♦♥ ❞✐+❡❝&❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ %✉+ R✱ ❡&
♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❡%%❛②❡+ ❞❡ +#♣♦♥❞+❡✱ ❣+C❝❡ A ❞❡% ❡①♣#+✐♠❡♥&❛&✐♦♥%✱ ❛✉① ❞❡✉① 5✉❡%&✐♦♥%
%✉✐✈❛♥&❡% ✿
✌ ♣♦✉+ ✉♥ ♥♦♠❜+❡ &♦&❛❧ ❞❡ ♠♦&% ✜①#✱ ❡%&✲❝❡ 5✉✬❛✉❣♠❡♥&❡+ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡%
❞❡ ♠♦&%✱ ❞#❣+❛❞❡ %✐❣♥✐✜❝❛&✐✈❡♠❡♥& ❧❡% ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡% ❞❡ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ❄
✌ A &❡♠♣% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡& A ♠#♠♦✐+❡ ✜①#%✱ ♣❡✉&✲♦♥ ❛♠#❧✐♦+❡+ ❧❛ 5✉❛❧✐&# ❞❡ ❧❛ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ❡♥
❛✉❣♠❡♥&❛♥& ❧❡ ♥♦♠❜+❡ &♦&❛❧ ❞❡ ♠♦&% ✭❡♥ ❛❥♦✉&❛♥& ❞❡% %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡% ❞❡ ♠♦&%✮ ❄
▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♠♦&% ❞✬✉♥❡ ♠❛&+✐❝❡ ❞♦✐& K&+❡ ❞✐✈✐%# ❡♥ ♣❧✉%✐❡✉+% %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡%✱ ❝❡&&❡ ❞✐✲
✈✐%✐♦♥ ❡%& ❢❛✐&❡ ❛❧#❛&♦✐+❡♠❡♥&✱ ❝❛+ ♥♦✉% ♥♦✉% ♣❧❛L♦♥% ❞❛♥% ✉♥ ❝♦♥&❡①&❡ ❞✬❛♣♣+❡♥&✐%%❛❣❡ ♥♦♥
%✉♣❡+✈✐%#✱ ❡& ♥❡ ❞✐%♣♦%♦♥% ❞♦♥❝ ♣❛% ❞✬✐♥❢♦+♠❛&✐♦♥ ❛ ♣"✐♦"✐ %✉+ ❧❡% ♠♦&%✳ ▲❡% ♣❛+❛♠M&+❡% ❞❡
▼❱❙✐♠ ♥❡ %♦♥& ♣❛% ♦♣&✐♠✐%#% ❞❛♥% ❝❡&&❡ %❡❝&✐♦♥✱ ❡& %♦♥& %✐♠♣❧❡♠❡♥& ✜①#% A ❞❡% ✈❛❧❡✉+% ♣❛+
❞#❢❛✉& ✿ TMV ✏ 5✱ λ ✏ 0,8✱ k ✏ 0,8✱ p ✏ 0,2✱ ❝❛+ ❧✬♦❜❥❡❝&✐❢ ❡%& %✐♠♣❧❡♠❡♥& ❞✬♦❜%❡+✈❡+ ❧❡%
✈❛+✐❛&✐♦♥% ❞❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐&❤♠❡✳
✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✾✾
❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠
❘!❞✉✐%❡ ❧❡ (❡♠♣+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡( ❧✬❡+♣❛❝❡ ♠!♠♦✐%❡
❆✜♥ ❞❡ %&♣♦♥❞%❡ ) ❧❛ ♣%❡♠✐.%❡ /✉❡12✐♦♥✱ ♥♦✉1 ✜①♦♥1 ❧❡ ♥♦♠❜%❡ 2♦2❛❧ ❞❡ ♠♦21 ) ✹✵✵✵✱
❡2 ♥♦✉1 ❛✉❣♠❡♥2♦♥1 ♣%♦❣%❡11✐✈❡♠❡♥2 ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♠♦21
✉2✐❧✐1&1 ♣❛% ❝❤❛/✉❡ ✐♥12❛♥❝❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥1&/✉❡♥❝❡ ✿ ✶ ❞✐✈✐1✐♦♥ ❞❡ ✹✵✵✵ ♠♦21✱ ✷
1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❞❡ ✷✵✵✵ ♠♦21✱ ❡2❝✳ ❉❛♥1 ❝❡22❡ ❝♦♥✜❣✉%❛2✐♦♥✱ ❧❛ /✉❛♥2✐2& 2♦2❛❧❡ ❞✬✐♥❢♦%♠❛2✐♦♥
✉2✐❧✐1&❡ ♣❛% ▼❱❙✐♠ %❡12❡ ❧❛ ♠D♠❡✱ ♠❛✐1 ❧❡ 2❡♠♣1 ❞✬❡①&❝✉2✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ /✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡
1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❛✉❣♠❡♥2❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥2✱ ❧✬✐♥❢♦%♠❛2✐♦♥ &2❛♥2 ❞❡ ♠♦✐♥1 ❡♥ ♠♦✐♥1 ❝❡♥2%❛❧✐1&❡✱ ♦♥
1✬❛22❡♥❞ ) ✉♥❡ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /✉❛❧✐2& ❞❡ ❧❛ ❝❧❛11✐✜❝❛2✐♦♥ ❞❡1 ❞♦❝✉♠❡♥21✳ ◆♦✉1 %&♣&2♦♥1 ❞❡
♣❧✉1 ❝❡22❡ ❡①♣&%✐❡♥❝❡ ♣♦✉% ❞✐✛&%❡♥21 ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥21✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✷✾ ♣%&1❡♥2❡ ❧✬&✈♦❧✉2✐♦♥ ❞❡1
♠♦②❡♥♥❡1 ✭❡2 &❝❛%21✲2②♣❡1✮ ❞❡1 ♣%&❝✐1✐♦♥1 ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥&❡1 ♦❜2❡♥✉❡1 ♣❛% ▼❱❙✐♠ 1✉% ❧❡1 ✶✵
&❝❤❛♥2✐❧❧♦♥1✱ ♣♦✉% ❧❡1 ❞✐✛&%❡♥21 ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥&❡1 ✭❞✐✛&%❡♥21 ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥21✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❞❡ ♠♦21✳
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Nombre de documents
400
800
1600
3200
❋✐❣✉$❡ ✷✾ ✕ #❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ♣♦✉% ❞✐✛1%❡♥23 ♥♦♠❜%❡3 ❞❡ 3♦✉3✲❡♥3❡♠❜❧❡3 ❞❡ ♠♦23✱ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜%❡ 2♦2❛❧ ❞❡ ♠♦23 ✜①13✳ ▲❡3 ✈❛❧❡✉%3 3♦♥2 ❧❡3 ♠♦②❡♥♥❡3 ✭❡2 1❝❛%23✲2②♣❡3✮ ❞❡3 ♣%1❝✐3✐♦♥3
♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥1❡3 3✉% ❧❡3 ✶✵ 1❝❤❛♥2✐❧❧♦♥3✳
▲❛ ❋✐❣✳ ✷✾ ♥♦✉1 ♣❡%♠❡2 ❞❡ ❝♦♥✜%♠❡% ❧❛ 2❡♥❞❛♥❝❡ ) ❧❛ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ❞❡1 %&1✉❧2❛21 ❧♦%1/✉❡ ❧❡
♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❛✉❣♠❡♥2❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥2✱ ❝❡22❡ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ♥✬❡12 ♣❛1 2%.1 ✐♠♣♦%2❛♥2❡ ✿
♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ 1✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛%❡ ❧❡1 %&1✉❧2❛21 ♣♦✉% ✶ ❡2 ♣♦✉% ✽ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1✱ ♦♥ ❝♦♥12❛2❡ ✉♥❡
❜❛✐11❡ %❡❧❛2✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣%&❝✐1✐♦♥ ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥&❡ ❞❡ ✺✪✱ ♠❛✐1 ❛❧♦%1 /✉❡ ❧❡ 2❡♠♣1 ❞✬❡①&❝✉2✐♦♥
❛ &2& ✻✹ ❢♦✐1 ♣❧✉1 %❛♣✐❞❡✱ ❡2 /✉❡ ❧✬❡1♣❛❝❡ ♠&♠♦✐%❡ ♥&❝❡11❛✐%❡ ✽ ❢♦✐1 ♠♦✐♥❞%❡✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ♦♥
%❡♠❛%/✉❡ /✉❡ ❝✬❡12 ♣♦✉% ❧❡ ♣❧✉1 ♣❡2✐2 ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥&❡1 ✭✹✵✵ ❞♦❝✉♠❡♥21✮ /✉❡ ❧❛ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ❡12
❧❛ ♣❧✉1 ✐♠♣♦%2❛♥2❡ ❧♦%1/✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❛✉❣♠❡♥2❡✳ ❖♥ ♣❡✉2 ❡①♣❧✐/✉❡% ❝❡22❡
❢♦%2❡ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ♣❛% ❧❡ ❢❛✐2 /✉❡ ❧❡ ❥❡✉ &2❛♥2 ❞&❥) ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ 2❛✐❧❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐2 ❞❡ 2%♦♣ ❞✐✈✐1❡% ❧❡1
♠♦21 ✐♥❞✉✐2 ✉♥❡ ❣%❛♥❞❡ ♣❡%2❡ ❞✬✐♥❢♦%♠❛2✐♦♥✱ ❡2 ❝❡22❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ♥✬❡12 ♣❛1 ✐♥2&%❡11❛♥2❡ ♣♦✉% ✉♥
❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥&❡1 ❞❡ 1✐ ♣❡2✐2❡ 2❛✐❧❧❡✳
✶✵✵
❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠
❊♥ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥✱ ❧♦)&*✉❡ ❧❛ *✉❛♥-✐-. -♦-❛❧❡ ❞✬✐♥❢♦)♠❛-✐♦♥ ✕ ❡✳❣✳ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♠♦-& ✕ ❡&- ❧✐♠✐-.❡✱ ✐❧
② ❛ ❝❧❛✐)❡♠❡♥- ✉♥ ❝♦♠♣)♦♠✐& ❡♥-)❡ ❧❛ )❛♣✐❞✐-. ❞✬❡①.❝✉-✐♦♥ ✭♣❧✉& ❞❡ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡& ✐♠♣❧✐*✉❛♥-
✉♥ -❡♠♣& ❞✬❡①.❝✉-✐♦♥ ♣❧✉& ❝♦✉)-✮✱ ❡- ❧❛ *✉❛❧✐-. ❞❡ ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛-✐♦♥ ✭♠♦✐♥& ❞❡ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡&
✐♠♣❧✐*✉❛♥- ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ *✉❛❧✐-.✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐&♣♦&❡ ❞❡& )❡&&♦✉)❝❡& &✉✣&❛♥-❡& ♣♦✉) ♥❡ ♣❛& ❛✈♦✐)
A ❞✐✈✐&❡) ❧❛ ♠❛-)✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥.❡&✱ ✐❧ ❡&- ❜✐❡♥ ❡♥-❡♥❞✉ ♣❧✉& ✐♥-.)❡&&❛♥- ❞❡ ♥❡ ♣❛& ❧❡ ❢❛✐)❡✳ ▼❛✐&
♠C♠❡ ❞❛♥& ❝❡ ❝❛&✱ &✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉- ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ -❡&-❡) ❞❡ ♥♦♠❜)❡✉&❡& ✈❛❧❡✉)& ❞✐✛.)❡♥-❡& ♣♦✉) ❧❡&
♣❛)❛♠E-)❡& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦)✐-❤♠❡✱ ❛✈♦✐) ✉♥ -❡♠♣& ❞✬❡①.❝✉-✐♦♥ ).❞✉✐- ❡&- ✉♥ ❛-♦✉- ✐♥❞.♥✐❛❜❧❡✳
❆♠"❧✐♦&❡& ❧❛ )✉❛❧✐+" ❞❡ ❧❛ ❝❧❛..✐✜❝❛+✐♦♥
▼❛✐♥-❡♥❛♥-✱ ❛✜♥ ❞❡ ).♣♦♥❞)❡ A ❧❛ &❡❝♦♥❞❡ *✉❡&-✐♦♥✱ ♥♦✉& ♥❡ &✉♣♣♦&♦♥& ♣❧✉& *✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡
-♦-❛❧ ❞❡ ♠♦-& ❡&- ❝♦♥&-❛♥-✱ ♠❛✐& *✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♠♦-& ♣❛) &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡ ❧✬❡&-✳ ❆✐♥&✐ ❞❛♥& ❝❡
❝♦♥-❡①-❡✱ ♥♦✉& &✉♣♣♦&♦♥& *✉✬✉♥ ♥H✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ ♣❡✉- ♣❛& -)❛✐-❡) ♣❧✉& ❞✬✉♥ ❝❡)-❛✐♥ ♥♦♠❜)❡
❞❡ ♠♦-&✱ ❡- *✉❡ ❧❛ &❡✉❧❡ ❢❛I♦♥ ❞✬✉-✐❧✐&❡) ♣❧✉& ❞✬✐♥❢♦)♠❛-✐♦♥ ❡&- ❞❡ ❝♦♥&✐❞.)❡) ♣❧✉&✐❡✉)& &♦✉&✲
❡♥&❡♠❜❧❡&✳ ◆♦✉& ✜①♦♥& ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♠♦-& ♣❛) ✐♥&-❛♥❝❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ A ✺✵✵✱ ❡- ❛❥♦✉-♦♥& ♣❧✉&
❞❡ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡&✱ ♣❛&&❛♥- ❞❡ ✶ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡ A ✷ ♣✉✐& ✹ ❡- ✜♥❛❧❡♠❡♥- ✽✱ ❛--❡✐❣♥❛♥- ✜♥❛❧❡♠❡♥-
✹✵✵✵ ♠♦-& ❛✉ -♦-❛❧✳ ❖♥ ❛✉❣♠❡♥-❡ ❛✐♥&✐ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ -♦-❛❧ ❞❡ ♠♦-& ❝♦♥&✐❞.).& ♣❛) ❧✬❛❧❣♦)✐-❤♠❡
▼❱❙✐♠✱ ♠❛✐& ✐❧ ❡&- ♣)✐♠♦)❞✐❛❧ ❞❡ )❛♣♣❡❧❡) *✉❡ ❧❡ -❡♠♣& ❞✬❡①.❝✉-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦)✐-❤♠❡ ❡&- ❧✉✐
❝♦♥&-❛♥-✱ ❝❛) ♦♥ &✉♣♣♦&❡ *✉❡ ❝❤❛*✉❡ ✐♥&-❛♥❝❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡&- ❡①.❝✉-.❡ ♣❛) ✉♥❡ ✉♥✐-. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✐&-✐♥❝-❡✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✸✵ ♣).&❡♥-❡ ❧✬.✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡& ♠♦②❡♥♥❡& ✭❡- ❞❡& .❝❛)-&✲-②♣❡&✮ ❞❡& ♣).❝✐&✐♦♥&
♠✐❝)♦✲♠♦②❡♥♥.❡& &✉) ❧❡& ✶✵ .❝❤❛♥-✐❧❧♦♥&✱ ♣♦✉) ❧❡& ❞✐✛.)❡♥-& ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡& ✭❞✐✛.)❡♥-& ♥♦♠❜)❡
❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥-&✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡& ❞❡ ♠♦-&✱ ❡- ❞♦♥❝ ❞✉ ♥♦♠❜)❡ -♦-❛❧
❞❡ ♠♦-& ❝♦♥&✐❞.).&✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠
▲✬♦❜$❡&✈❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✵✱ ❝♦♥✜&♠❡ 7✉✬✐❧ ❡$) ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ♥❡))❡♠❡♥) ❛♠:❧✐♦&❡& ❧❛ 7✉❛❧✐): ❞❡
❧❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛)✐♦♥✱ ; )❡♠♣$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥$)❛♥)✱ ❡♥ ✉)✐❧✐$❛♥) ♣❧✉$ ❞❡ ♠♦)$✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❡♥ ♣❛$$❛♥) ❞❡
✺✵✵ ♠♦)$ ; ✹✵✵✵ ♠♦)$ ❝♦♥$✐❞:&:$ ❛✉ )♦)❛❧ ♣❛& ❧✬❛❧❣♦&✐)❤♠❡ ▼❱❙✐♠✱ ❡) ♠❛❧❣&: ❧❡ ❢❛✐) 7✉❡ ❝❡$
✹✵✵✵ ♠♦)$ $♦✐❡♥) $:♣❛&:$ ❡♥ ✶✻ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡$✱ ❧❡ ❣❛✐♥ &❡❧❛)✐❢ ♠♦②❡♥ ❡♥ )❡&♠❡ ❞❡ ♣&:❝✐$✐♦♥
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)❛✐❧❧❡$ ❞❡$ ♠❛)&✐❝❡$ ✉)✐❧✐$:❡$ ♣♦✉& ❝❡$ ❡①♣:&✐♠❡♥)❛)✐♦♥$✱ ✐❧ ❡$) ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛$ ❞✐✈✐$❡& ❧❡$
✹✵✵✵ ♠♦)$✱ ❝❡ 7✉✐ &:$✉❧)❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ ❝❧❛$$✐✜❝❛)✐♦♥ ❜✐❡♥ ❡♥)❡♥❞✉✳ ❈❡$ &:$✉❧)❛)$ $♦♥) ❝❡✉①
❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥) ; ✶ ❞✐✈✐$✐♦♥ ❞❛♥$ $✉& ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✾✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉) ❝♦♥✜&♠❡& 7✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞❡▼❱❙✐♠ ♣♦✉& ❧❡ ❞:❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ♠❛)&✐❝❡$
❞❡ ❣&❛♥❞❡ )❛✐❧❧❡ ❡$) &:❡❧❧❡♠❡♥) ✐♥):&❡$$❛♥) ❞❛♥$ ❝❡ ❝♦♥)❡①)❡ ✭♦♥ ♥❡ ❞✐✈✐$❡ 7✉❡ ❧❡$ ❝♦❧♦♥♥❡$✮✳
❆✐♥$✐✱ ❧✬✉)✐❧✐$❛)❡✉& ❡$) ♠♦✐♥$ ❝♦♥)&❛✐♥) ; $❡ ❧✐♠✐)❡& ; ✉♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♠♦)$ &❡$)&❡✐♥) 7✉✐ ❡♥)&❛✈❡✲
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7✉❡ ❝❡))❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ♥✬❛✉❣♠❡♥)❡ ♣❛$ ♥:❝❡$$❛✐&❡♠❡♥) ❞❡ ❢❛P♦♥ ❧✐♥:❛✐&❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡
♠♦)$✱ ❡) 7✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥) ❞❡ ✜①❡& ❛ ♣"✐♦"✐ ✉♥ ♥♦♠❜&❡ &❛✐$♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦)$ ✕ ❡♥ $❡ ❜❛$❛♥) $✉&
❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥)$ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝)✐♦♥ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ✕ ❛✜♥ ❞✬:✈✐)❡& ❞✬❛❥♦✉)❡& ❞❡$ ♠♦)$ ♥♦♥
♣❡&)✐♥❡♥)$✳
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❞:❝♦✉♣❡& ❧❡$ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ✭❧✐❣♥❡$ ❡) ❝♦❧♦♥♥❡$✮ ❞✬✉♥❡ ♠❛)&✐❝❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡ )❛✐❧❧❡ R ❡♥ M2
$♦✉$✲♠❛)&✐❝❡$✳ ◆♦✉$ ❛✈✐♦♥$ ❛❧♦&$ ❝❛❧❝✉❧: ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ )❡♠♣$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡) ❧✬❡$♣❛❝❡ ♠:♠♦✐&❡ 7✉✬✐❧
❡$) ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛❣♥❡& ❡♥ ✉)✐❧✐$❛♥) ✉♥❡ )❡❧❧❡ ❛♣♣&♦❝❤❡✱ ♣❛& &❛♣♣♦&) ; ❧✬✉)✐❧✐$❛)✐♦♥ ❞✐&❡❝) ❞❡
χ✲❙✐♠ $✉& R✱ ❡) ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♠❛✐♥)❡♥❛♥) :✈❛❧✉❡& ❧❡$ ✈❛&✐❛)✐♦♥$ $✉& ❧❛ 7✉❛❧✐): ❞❡ ❧❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛)✐♦♥
&:$✉❧)❛♥)❡ 7✉✬✉♥ )❡❧ ❞:❝♦✉♣❛❣❡ ✐♠♣❧✐7✉❡✳
❆ ❧✬✐♥$)❛& ❞❡ ❧❛ $❡❝)✐♦♥ ♣&:❝:❞❡♥)❡✱ ❧❡$ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥)$ ❡) ❞❡ ♠♦)$ $♦♥)
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Nombre de documents× Nombre de mots
3200 × 2000
6400 × 4000
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✐❧ ♦❜)✐❡♥) #♦✐) ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉* #❝♦*❡ ✭❞❛♥# 60% ❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥/❡#✮✱ #♦✐) ❧❡ #❡❝♦♥❞ ♠❡✐❧❧❡✉* #❝♦*❡
✭❞❛♥# 40% ❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥/❡#✮✳
◗✉❛♥) ; ❧✬❛❧❣♦*✐)❤♠❡ ▼❱❙✐♠ :✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞/✈❡❧♦♣♣/ ♣♦✉* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧)✐✈✉❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛✲
*✐)/#✱ ✐❧# ♦❜)✐❡♥) /❣❛❧❡♠❡♥) ❞❡ ❜♦♥# */#✉❧)❛)#✱ ; ❧❛ ❢♦✐# ♣❛* *❛♣♣♦*) ❛✉① ♠/)❤♦❞❡# ♠♦♥♦✈✉❡#✱
✈❛❧✐❞❛♥) ❛✐♥#✐ ❧✬✐♥)/*M) ❞❡ ❝♦♥#✐❞/*❡* ❧❡# ♠✉❧)✐♣❧❡# ✈✉❡# ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥/❡# ❀ ❡) ❛✉##✐ ♣❛* *❛♣✲
♣♦*) ❛✉① ♠/)❤♦❞❡# ♠✉❧)✐✈✉❡# ❛✉①:✉❡❧❧❡# ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝♦♠♣❛*/ #❡# ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡#✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉#
❛✈♦♥# */❛❧✐#/ ❞❡# ❡①♣/*✐♠❡♥)❛)✐♦♥# ♣♦✉* ❧❡ )*❛✐)❡♠❡♥) ❞✬✉♥❡ ♠❛)*✐❝❡ ❞❡ ❣*❛♥❞❡ )❛✐❧❧❡✱ ♣♦✉*
❧❛:✉❡❧❧❡ ♦♥ ❞✐✈✐#❡ ❧❡# ❝♦❧♦♥♥❡#✱ ❡) /✈❡♥)✉❡❧❧❡♠❡♥) ❧❡# ❧✐❣♥❡#✱ ❡♥ ♣❧✉#✐❡✉*# #♦✉#✲❡♥#❡♠❜❧❡# ❛✜♥
❞✬✉)✐❧✐#❡* ❧✬❛❧❣♦*✐)❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❛✐♥#✐ ♠♦♥)*/ :✉❡ ❝❡# ❛♣♣*♦❝❤❡# ♣❡✉✈❡♥) ❡♥ ❡✛❡)
M)*❡ ✐♥)/*❡##❛♥)❡# ❝❛*✱ ❡♥ ♣❛*)✐❝✉❧✐❡* ❧♦*#:✉✬♦♥ ♥❡ ❞✐✈✐#❡ :✉❡ ❧❡# ❝♦❧♦♥♥❡# ✭❡) :✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡*❝❤❡
; ❝❧❛##✐✜❡* ❧❡# ♦❜❥❡)# ❞/❝*✐)# ♣❛* ❧❡# ❧✐❣♥❡#✮✱ ✐❧ ❡#) ♣♦##✐❜❧❡ #♦✐) ❞✬❛❝❝/❧/*❡* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡) ❞❡ */✲
❞✉✐*❡ ❧❛ ♠/♠♦✐*❡ ♥/❝❡##❛✐*❡✱ #♦✐) ; )❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ /:✉✐✈❛❧❡♥)✱ ❞✬❛♠/❧✐♦*❡* ❧❛ :✉❛❧✐)/ ❞❡ ❧❛
❝❧❛##✐✜❝❛)✐♦♥✳
✶✵✹
❈♦♥❝❧✉&✐♦♥
❘!"✉♠! ❡& ❝♦♥&*✐❜✉&✐♦♥"
▲❡" ♠❡"✉%❡" ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐*+" "♦♥* ❛✉ ❝/✉% ❞✬✉♥ ❣%❛♥❞ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ *3❝❤❡" ❞✬❛♣♣%❡♥*✐""❛❣❡
❛✉*♦♠❛*✐6✉❡✱ ❡* ❧❡✉% +*✉❞❡ ❡"* ♣❛%*✐❝✉❧✐8%❡♠❡♥* ✐♥*+%❡""❛♥*❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬♦❜❥❡*" ❞+❝%✐*" ♣❛%
✉♥ *%8" ❣%❛♥❞ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛**%✐❜✉*"✳ ❉❛♥" ❝❡**❡ *❤8"❡✱ ♥♦✉" ♥♦✉" "♦♠♠❡" ❝♦♥❝❡♥*%+" "✉% ❞❡"
*3❝❤❡" ❞✬❛♣♣%❡♥*✐""❛❣❡ ♥♦♥ "✉♣❡%✈✐"+ ♠❛✐" ♥♦" ♠❡"✉%❡" "♦♥* ❡①*❡♥"✐❜❧❡" > ❞✬❛✉*%❡" ❝❛*+❣♦%✐❡"
❞❡ *3❝❤❡" ❡♥ ❛♣♣%❡♥*✐""❛❣❡ "✉♣❡%✈✐"+ ♦✉ "❡♠✐✲"✉♣❡%✈✐"+ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✳
❉❛♥" ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" +*❛❜❧✐ ✉♥ ♣❛♥♦%❛♠❛ ❞❡" ❞✐✛+%❡♥*❡" ❢❛♠✐❧❧❡" ❞❡ ♠+*❤♦❞❡" ✉*✐❧❡"
> ❧❛ ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" > ❧❛ ❢♦✐" ❞+❝%✐* ❞✐✛+%❡♥*" ♠♦❞8❧❡" ❞❡ %❡♣%+"❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡" ❞♦♥✲
♥+❡"✱ ♠❛✐" ❛✉""✐ ♣%+"❡♥*+ ❧❡" ♠❡"✉%❡" ❝❧❛""✐6✉❡" ❞❡ ❞✐"*❛♥❝❡" ❡* ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐*+"✱ ❛✐♥"✐ 6✉❡ ❧❡✉%
❧✐♠✐*❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞❡ ❞♦♥♥+❡" ❞❡ ❣%❛♥❞❡" ❞✐♠❡♥"✐♦♥"✳ F✉✐"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣%+"❡♥*+ ❞✐✛+%❡♥*❡"
❢❛♠✐❧❧❡" ❞❡ ♠+*❤♦❞❡" ❞❡ ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥ > ♣%♦♣%❡♠❡♥* ♣❛%❧❡%✱ ❛❧❧❛♥* ❞❡" ♠+*❤♦❞❡" ❝❧❛""✐6✉❡" ❛✉①
♠+*❤♦❞❡" ❞❡ ❝♦✲❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥ 6✉✐ ❝❧❛""✐✜❡♥* "✐♠✉❧*❛♥+♠❡♥* ❞❡✉① *②♣❡" ❞✬♦❜❥❡*"✱ ♣♦✉% *❡%♠✐♥❡%
♣❛% ❧❡" ♠+*❤♦❞❡" ❞❡ ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✈✉❡ 6✉✐ *%❛✐*❡♥* ♣❧✉"✐❡✉%" *②♣❡" ❞✬♦❜❥❡*" ❞+❝%✐*" ♣❛%
♣❧✉"✐❡✉%" %❡❧❛*✐♦♥"✱ ❡* ❞♦♥❝ ♣❧✉"✐❡✉%" ♠❛*%✐❝❡"✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" +❣❛❧❡♠❡♥* ❞+❝%✐* ❞✐✛+%❡♥*❡"
❛♣♣%♦❝❤❡" ❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥ ❝♦♥"❡♥"✉" ♣♦✉✈❛♥* "✬❛♣♣❧✐6✉❡% > ❧❛ ❢♦✐" ❛✉① ❞♦♥♥+❡"
♠♦♥♦✈✉❡" ❝❧❛""✐6✉❡"✱ ❡* ❛✉① ❞♦♥♥+❡" ♠✉❧*✐✈✉❡"✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" %❛♣♣❡❧+ ❧❡" ❞✐✛+%❡♥*❡"
❢❛I♦♥" ❞✬+✈❛❧✉❡% ❞❡" ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥"✱ ❡♥ "❡ ❝♦♥❝❡♥*%❛♥* "✉% ❧❡ ❝❛" ♦J ❧✬♦♥ ❞✐"♣♦"❡ ♣♦✉% ❝❡ ❢❛✐%❡
❞❡" ❝❧❛""❡" %+❡❧❧❡" ❞❡" ♦❜❥❡*"✳
❉❛♥" ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❞❛♥" ✉♥ ♣%❡♠✐❡% *❡♠♣" ♣%+"❡♥*+ ❧✬❛❧❣♦%✐*❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❝♦✲"✐♠✐❧❛%✐*+ χ✲❙✐♠ ✐♥✐*✐❛❧❡♠❡♥* ♠✐" ❛✉ ♣♦✐♥* ♣❛% ❇✐""♦♥ ❡* ❍✉""❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣%♦♣♦"❡%
❞✐✛+%❡♥*❡" ❛♠+❧✐♦%❛*✐♦♥" ❡* +*✉❞❡" *❤+♦%✐6✉❡"✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" *♦✉* ❞✬❛❜♦%❞ ♣%♦♣♦"+ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
"❝❤+♠❛ ❞❡ ♥♦%♠❛❧✐"❛*✐♦♥ ✐♥"♣✐%+ ❞❡ ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ♠❡"✉%❡ ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐*+ ❞✉ ❈♦"✐♥✉" ❣+♥+%❛❧✐"+
❞❡ ◗❛♠❛% ❡* ●❛✉""✐❡% ✭✷✵✵✾✮✱ ❡* ❣❛%❛♥*✐""❛♥* 6✉❡ ❧❛ "✐♠✐❧❛%✐*+ ❡♥*%❡ ✉♥ ♦❜❥❡* ❡* ❧✉✐✲♠U♠❡
"♦✐* *♦✉❥♦✉%" ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❛❧♦%" ♣%♦✉✈+ 6✉❡ ❧❡" ♠❛*%✐❝❡" ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐*+ ❛✐♥"✐
❝❛❧❝✉❧+❡" +*❛✐❡♥* "❡♠✐✲❞+✜♥✐❡" ♣♦"✐*✐✈❡"✱ ♣❡%♠❡**❛♥* ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ ✐♥*❡%♣%+*❛*✐♦♥ *❤+♦%✐6✉❡ ❞❡
❧✬❛♣♣%♦❝❤❡✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❡♥"✉✐*❡ ✐♥*%♦❞✉✐* ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ♣"❡✉❞♦✲♥♦%♠❡ ❡♥ ♥♦✉" ✐♥"♣✐%❛♥* ❞❡"
*%❛✈❛✉① "✉% ❧❛ ♥♦%♠❡ Lk ❞✬❆❣❣❛%✇❛❧ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ❡* ❧✬❛✈♦♥" ✐♥*+❣%+❡ > ❧❛ ♠❡"✉%❡ χ✲❙✐♠✳ F❛%
❛✐❧❧❡✉%"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣%+"❡♥*+ ✉♥❡ ✐♥*❡%♣%+*❛*✐♦♥ ❡♥ *❡%♠❡ ❞❡ ❣%❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡"✉%❡ ❡* ❛❥♦✉*+ ✉♥❡
+*❛♣❡ ❞❡ "❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡" "✐♠✐❧❛%✐*+" ❧❡" ♣❧✉" ❢❛✐❜❧❡" ❡♥ ❝♦♥"+6✉❡♥❝❡✳ ❊❣❛❧❡♠❡♥* ❞✬❛♣%8" ❝❡**❡ +*✉❞❡
❞✉ ❣%❛♣❤❡✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣%♦♣♦"+ ❞✬✐♥*%♦❞✉✐%❡ ✉♥ ❛♠♦%*✐""❡♠❡♥* ❞❡" ❝♦✲♦❝❝✉%%❡♥❝❡" ❞✬♦%❞%❡"
✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✵✺
❈♦♥❝❧✉&✐♦♥
 ✉♣#$✐❡✉$❡ ❞❛♥ ❧❛ ♠❡ ✉$❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥. ♥♦✉ ❛✈♦♥ ❝❤❡$❝❤# 3  ❛✈♦✐$  ✐ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♥❡
"#$♦❧✈❛✐* ♣❛$ ✐♠♣❧✐❝✐*❡♠❡♥* ✉♥ ♣"♦❜❧0♠❡ ❞✬♦♣*✐♠✐$❛*✐♦♥✳
❉❛♥$ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■■✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ♣"♦♣♦$# ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧*✐✈✉❡ ❞❡ ❝♦✲$✐♠✐❧❛"✐*#$
▼❱❙✐♠✱ ;✉✐ ♣❡✉* <*"❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①*❡♥$✐♦♥ ❞❡ χ✲❙✐♠ ❛✉① ❝❛$ ❞❡$ ❞♦♥♥#❡$ ♠✉❧*✐✈✉❡$✳ ❊♥
❡✛❡*✱ ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♠❛*"✐❝❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛"✐*# ♣♦✉" ❝❤❛❝✉♥ ❞❡$ *②♣❡$ ❞✬♦❜❥❡*$
♣"#$❡♥*$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❞♦♥♥#❡$✱ ❡♥ ✉*✐❧✐$❛♥* *♦✉*❡$ ❧❡$ ✈✉❡$ ❞❡$ ❞♦♥♥#❡$✱ ✐✳❡✳ *♦✉*❡$ ❧❡$ ♠❛*"✐❝❡$ ❞❡
"❡❧❛*✐♦♥$ ❞✐$♣♦♥✐❜❧❡$ ♣♦✉" ❞#❝"✐"❡ ❝❡$ ♦❜❥❡*$✳ ▲✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠ $✬❛♣♣✉✐❡ ❛❧♦"$ $✉" ❛✉*❛♥*
❞✬✐♥$*❛♥❝❡$ ❞❡ χ✲❙✐♠ ;✉✬✐❧ ❛ ❞❡ ✈✉❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❞♦♥♥#❡$✱ ❡* $✉" ❞❡$ ❢♦♥❝*✐♦♥$ ❞✬❛❣"#❣❛*✐♦♥ ❆❣❣
❞♦♥* ❧❡ "D❧❡ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❡$* ❞❡ ❢❛✐"❡ ❝✐"❝✉❧❡" ❧✬✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥ ❡♥*"❡ ❧❡$ ❞✐✛#"❡♥*❡$ ✐♥$*❛♥❝❡$ ❞❡ χ✲❙✐♠
❡* ❞♦♥❝ ❡♥*"❡ ❧❡$ ❞✐✛#"❡♥*❡$ ✈✉❡$✳ ❆♣"0$ ❛✈♦✐" #*✉❞✐# ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡✱ ♥♦✉$
❛✈♦♥$ ❞#*❛✐❧❧# ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ❞❡ ▼❱❙✐♠ F ❞❡$ ❞♦♥♥#❡$ ♠♦♥♦✈✉❡$✱ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$
♦G ❧❛ ♠❛*"✐❝❡ ❞❡ "❡❧❛*✐♦♥ ❡$* ❞❡ *"♦♣ ❣"❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ♣♦✉" ♣♦✉✈♦✐" ❞✐"❡❝*❡♠❡♥* ② ❛♣♣❧✐;✉❡"
χ✲❙✐♠✳ ❈❡**❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ❡$* ❛❧♦"$ ❜❛$#❡ $✉" ❧❡ ❞#❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡$ ❝♦❧♦♥♥❡$ ✭❡* #✈❡♥*✉❡❧❧❡♠❡♥* ❞❡$
❧✐❣♥❡$✮ ❞❡ ❝❡**❡ ♠❛*"✐❝❡✱ ❝"#❛♥* ❛✐♥$✐ ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ $♦✉$✲♠❛*"✐❝❡$ ;✉✐ $❡"♦♥* ❛❧♦"$ ✉*✐❧✐$#❡$
♣❛" ▼❱❙✐♠✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥* ❞❛♥$ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■❱✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ♣"♦♣♦$# ❞✐✛#"❡♥*❡$ *L❝❤❡$ ❞❡ ❝❧❛$$✐✜❝❛*✐♦♥ ❛✜♥
❞❡ ❝♦♠♣❛"❡" ❧❡$ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡$ ❞❡$ ❛❧❣♦"✐*❤♠❡$ χ✲❙✐♠ ❡* ▼❱❙✐♠ ♣❛" "❛♣♣♦"* ❛✉① ♠#*❤♦❞❡$
❞❡ ❧✬#*❛* ❞❡ ❧✬❛"* ✈✉❡$ ❞❛♥$ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■✳ ❆♣"0$ ❛✈♦✐" ♣"#$❡♥*# ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥#❡$
♠♦♥♦✈✉❡$ ❡* ♠✉❧*✐✈✉❡$✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❝♦♠♣❛"# ❧❡$ "#$✉❧*❛*$ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡ χ✲❙✐♠ F ❞❡$ ♠❡$✉"❡$
❞❡ $✐♠✐❧❛"✐*# ❛✐♥$✐ ;✉✬F ❞❡$ ♠#*❤♦❞❡$ ❞❡ ❝♦✲❝❧❛$$✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬#*❛* ❞❡ ❧✬❛"*✱ ♠❛✐$ #❣❛❧❡♠❡♥* F
❧❛ ✈❡"$✐♦♥ ♦"✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ❛✐♥$✐ ♣✉ ✈❛❧✐❞# ❧❡$ ❛♠#❧✐♦"❛*✐♦♥$ ❛♣♣♦"*#❡$
F ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡✱ ❡* ♦❜$❡"✈# ✉♥❡ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ $✉♣#"✐❡✉"❡ ❛✉① ♠#*❤♦❞❡$ ❞❡
❧✬#*❛* ❞❡ ❧✬❛"*✱ ♦❜*❡♥❛♥* $②$*#♠❛*✐;✉❡♠❡♥* ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉" ♦✉ ❧❡ $❡❝♦♥❞ ♠❡✐❧❧❡✉" $❝♦"❡ ♣♦✉" ❧✬❡♥✲
$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥#❡$ *❡$*#$✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ "#❛❧✐$# ✉♥❡ #*✉❞❡ ❞❡ $❡♥$✐❜✐❧✐*# ❞❡
χ✲❙✐♠ F $❡$ ♣❛"❛♠0*"❡$✱ ❡* ✈❛❧✐❞❡" ♥♦$ ❝❤♦✐① ❡①♣#"✐♠❡♥*❛✉①✳ O✉✐$✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❝♦♠♣❛"# ❧❡$
"#$✉❧*❛*$ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❛✉① "#$✉❧*❛*$ ❞❡$ ♠#*❤♦❞❡$ ♠♦♥♦✈✉❡$✱ ❡* F ❞❡$ ❛❧❣♦"✐*❤♠❡$
❞❡ ❝❧❛$$✐✜❝❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✈✉❡✱ ❛✐♥$✐ ;✉✬F ❞❡$ ✈❡"$✐♦♥$ ✓ ♥❛Q✈❡$ ✔ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡" $❡$
♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡$✳ O"❡♠✐0"❡♠❡♥*✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ✈❛❧✐❞❡" ❧✬❛♣♣♦"* ❞✉ ♠✉❧*✐✈✉❡ ♣♦✉" ❧❛ ♠❛❥♦"✐*# ❞❡$
❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥#❡$✱ ❧❡$ "#$✉❧*❛*$ ❞❡ ▼❱❙✐♠ #*❛✐❡♥* ♠❡✐❧❧❡✉"$ ;✉❡ ❝❡✉① ❞❡$ ♠#*❤♦❞❡$ ♠♦♥♦✈✉❡$✳
❉❡ ♣❧✉$✱ ❧❡$ "#$✉❧*❛*$ ♦❜*❡♥✉$ ♣❛" ▼❱❙✐♠ $♦♥* $✉♣#"✐❡✉"$ F ❝❡✉① ❞❡$ ❛✉*"❡$ ♠#*❤♦❞❡$ ♠✉❧✲
*✐✈✉❡$ ;✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ✉*✐❧✐$#❡$ ❞❛♥$ ♥♦*"❡ ❝♦♠♣❛"❛✐$♦♥✱ ❡* ❣"L❝❡ ❛✉① ✈❡"$✐♦♥$ ✓ ♥❛Q✈❡$ ✔ ❞❡
❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ #❣❛❧❡♠❡♥* ♣✉ ✈❛❧✐❞❡" ❞✐✛#"❡♥*❡$ ❝♦♠♣♦$❛♥*❡$ ❞❡ ▼❱❙✐♠✱ *❡❧❧❡$ ;✉❡
❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✬❛❣"#❣❛*✐♦♥✳ ❆ ❧✬✐♥$*❛" ❞❡ ❝❡ ;✉❡ ♥♦✉$ ❛✈✐♦♥$ ❢❛✐* ♣♦✉" ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ ♥♦✉$
❛✈♦♥$ #*✉❞✐# ❧❛ $❡♥$✐❜✐❧✐*# ❞❡▼❱❙✐♠ F $❡$ ♣❛"❛♠0*"❡$✱ ❡* ❝♦♥❝❧✉ F ✉♥❡ "♦❜✉$*❡$$❡ $❛*✐$❢❛✐$❛♥*❡
❞❡ ❧❛ ♠#*❤♦❞❡✳
❊❣❛❧❡♠❡♥* ❞❛♥$ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■❱✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ *❡$*# ♥♦$ ♣"♦♣♦$✐*✐♦♥$ ❞✬❛♣♣❧✐;✉❡" ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡
▼❱❙✐♠ F ✉♥❡ ♠❛*"✐❝❡ ❞❡ ❣"❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ❞✬❛❜♦"❞ ❡①♣#"✐♠❡♥*# ❧❡ ❞#❝♦✉♣❛❣❡
❞❡$ ❝♦❧♦♥♥❡$ ✉♥✐;✉❡♠❡♥*✱ ❡* ❛✈♦♥$ ♦❜$❡"✈# ;✉❡ ❧❡ ❢❛✐* ❞❡ ❞#❝♦✉♣❡" ❧❛ ♠❛*"✐❝❡ ♥✬✐♠♣❧✐;✉❛✐*
;✉✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞#❣"❛❞❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ;✉❛❧✐*# ❞❡ ❧❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛*✐♦♥✱ ♣♦✉" ✉♥ ❣❛✐♥ ✐♠♣♦"*❛♥* ❡♥ *❡"♠❡
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